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PREFAŢĂ Teoria calitativă a ecuaţiilor diferenţiale cunoaşte în ultima vreme o dezvoltare constatată prin numărul mare de 
саги şi lucrări originale care-i sînt dedicate. Se ştie că începuturile teoriei calitative a ecuaţiilor diferenţiale sînt nemijlocit 
legate în lucrările lui Poincare, Liapunov, Birhhoff, de probleme clasice ale mecanicii şi mecanicii cereşti. Aşa au apărut şi 
teoria stabilităţii şi teoria matematică a oscilaţiilor cu metoda parametrului mic şi teoria generală a sistemelor dinamice. 
Perioada de mare avînt, din jurul anului 1930, a teoriei calitative a ecuaţiilor diferenţiale în TJniunea Sovietică a pornit pe 
deoparte de la reluarea, la Institutul de aviaţie din Kazan, a problemelor teoriei stabilității cu aplicaţie la studiul stabilităţii 
avionului, iar, pe de altă parte, la Moscova, datorită observaţiei lui A. A. Andronov asupra utilității aparatului matematic al 
teoriei soluţiilor periodice ale ecuaţiilor neliniare pentru explicarea unor fenomene ale radiotehnicii. Este perioada fixată de 
exemplu de celebra carte de teoria oscilaţiilor a lui A. A. Andronov, HaiMn şi Witt la care se adaugă la fel de cunoscuta carte 
de „mecanică neliniară" a lui Krilov şi Bogoliubov. începînd din 1930, la Universitatea din Moscova funcţionează seminarul 
de teoria calitativă a ecuaţiilor diferenţiale, orientat în special spre problemele teoretice fundamentale. Bilanţul activității 
seminarului în prima perioadă este fixat în cele două ediţii ale monografiei lui Е. Е. NemitTci şi У Е. Stepanov „Теопа 
calitativă a ecuaţiilor diferenţiale" a căror circulaţie largă a şi dat denumirea acestei direcţii de cercetare. în ultimii 10—15 
ani, atit teoria stabilităţii, cît şi teoria soluţiilor periodice (la care se adaugă problema soluţiilor aproape-periodice), au 
primit un nou impuls prin faptul că ele reprezintă o parte din aparatul mate matic al teoriei reglării automate. Caracteristic 
pentru dezvoltarea teoriei calitative a ecuaţiilor diferenţiale este faptul că, pentru rezolvarea problemelor ei, se foloseşte un 
aparai matematic tot mai variat: topologia şi analiza funcţională, algebră liniară şi teoria funcțiilor de o variabilă complexă. 


4 Tinind seama de marea varietate a problemelor, alegerea materialului pentru o carte dedicată teoriei calitative a ecuaţiilor 
diferenţiale este o protilemá grea. în această monografie autorul a fost călăuzit de ideea unei expuneri sistematice, închegate, а 
teoriei stabilităţii (bazată în primul rînd pe metoda funcției lui Liapunov) şi a teoriei oscilaţiilor, inclusiv teoria -sistemelor cu 
parametru mic. în această expunere accentul a fost pus tocmai (pe teoremele generale, pe acea dezvoltare a teoriei care 
clarifică ideile şi metodele. A fost introdus un capitol relativ la teoria stabilităţii sistemelor de reglare, în care accentul cade 
de asemenea pe cele mai generale teoreme obţinute în această direcţie, în particular pe prezentarea contribuţiei esenţiale 
adusă aici de V M. Popov, membru corespondent al Acad. R.P.R. Ultimul capitol reia problemele teoriei stabilităţii şi teoriei 
oscilaţiilor în cadrul sistemelor cu intirziere, саге în ultima vreme ocupă un loc din ce în ce mai mare atît în preocupările 
matematicienilor cît şi ale celor ce lucrează în domeniul aplicaţiilor. în întreaga lucrare au fost cuprinse o serie de rezultate 
obţinute la noi în ţară; în particular, ultimul capitol reprezintă o expunere sistematică şi perfecționată a rezultatelor autorului în 
teoria sistemelor cu intirziere. Comentariile bibliografice de la sfîrşitul fiecărui capitol au în primul rînd menirea de a indica 
acele izvoare care au fost nemijlocit folosite pentru redactarea lucrării sau ale căror idei sînt dezvoltate în lucrare. Există şi un 
număr mic de excepții — semnalarea unor lucrări fundamentale care nu au fost cuprinse în lucrare deoarece ar fi cerut 
dezvoltări prea mari. De altfel, nici chiar în sensul limitat despre care s-a vorbit mai sus, bibliografia nu are pretenția de a fi 
completă. AUTORUL 
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INTRODUCERE La baza întregii teorii calitative a ecuaţiilor diferenţiale stau teoremele generale de existenţă, unicitate şi 
dependență continuă de condiţiile iniţiale şi de parametri. De aceea vom începe prin a reaminti aceste teoreme generale, 
stabilind cu acest prilej unele leme care vor fi intilnite adesea în cele ce urmează. De asemenea vor fi precizate cele mai 
frecvente notații. $ 1. SCRIEREA VECTORIALĂ A SISTEMELOR DE ECUAȚII DIFERENȚIALE Să considerăm un sistem 
de ecuaţii diferenţiale de forma Yom folosi de obicei norma euclidiană |х | = ]( xx +... + oc?. în unele cazuri sînt convenabile 
şi normele echivalente | X = | xx |+ I + + see + I xn Is a u \х\ = ma x I x% І; cînd vom folosi aceste norme vom (1 = 1, 2,..., n). 
Yom nota cu x vectorul coloană % = menţiona special acest lucru. Derivata vectorului x(t) este prin definiţie vectorul ăxn 


8 TEORIACALITATIVÀ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Aceasta nu este o definitieformalá; ea coincide cu lim x(t) — 
x(t0) t-+to t — t0 limita fiind definită cu ajutorul normei introduse. De asemenea integrala vectorului x(t) pe [a, 6] este prin 
definiție vectorul «P^Wd t ) *o Mei aceasta nu este o definiţie formală; se poate ajunge la ea definind integrala in mod obişnuit 
cu ajutorul sumelor Riemann. Foarte adesea vom folosi evaluarea K6®(t)dt x(t) | dt. Avem Мот Jk — ^xk (t)dt, *4 LJ 2 n 
Rezultă Jf YibkJk = К Pe de altă parte, s h J * = e h C »* = CsbMxk(oa*<CVţWiişdmt.kk,laJakJalk*kDarS 
fefc = 1, deci ki>h]*< C=0 1 A: . a T A Ja ceea ce demonstrează evaluarea scrisă mai sus. $ 2. TEOREMA DE EXISTENŢĂ 
în notaţiile vectoriale introduse, sistemul de ecuaţii diferenţiale se scrie da? /*/. ха) 


INTRODUCERE 9* Yom presupune în cele ce urmează că / e continuă într-un domeniu D Q DEFINIȚIE. O funcție 9 definită şi 
continuă pe un interval I al axei reale (cu valori în Rn) se numeşte z-solutie a sistemului (1) ре I dacă: a) (t, <р(Ј))6р pentru 
ttl-, b) 9 are derivată continuă pe I cu excepţia eventual a unui număr finit de puncte din Z; C) 7 ? - /1*Mm dt d<p s, acolo 
unde — există si este continuă. d t LEMA ОЈ. Fie D: \t— t0 |< a, x—B0|<b,M=maxif(t,x)eIbi Atunci pentru 
orice e> 0 există о z-solutie a sistemului (1) pe X — t0*C astfel ca cp(JO) = x0. Demonstraţie. Deoarece / e continuă pe 
mulţimea compactă D, ea este uniform continuă, deci pentru e > 0 există 8(e)>0 astfel ca \f(t, * ) - f( h« e pentru (t, x) 6 D, (Е 
х) ţ2>, K-rK8(e), |x— x | Considerăm o diviziune a intervalului [JO, t0 + a] cu ajutorul punctelor t0 < t} < t2 <... <tn = t0 + 
OL astfel ca max |< | < min^S(e), B^-j. Definim funcția 9 pe [*0, t0 + a] prin relaţiile ?(to) = ?(*) = ?(h-1)  flh-if9(—*-1)](« - 
h-1) pentru tk-i<t"Ctk. Funcţia astfel definită este continuă, derivabilă în interiorul intervalelor (tk, tk+1). în plus | 9(t) — 
<р(7) |< М 11 — t| Pentru t£(h-1> В) rezultă t — tk x < 8(z) şi |9(t) — 9(^-1) I«S(e) deci di = flh-i, -/[*,*(*)] Ke, deci 9 
este e-solutie.La fel se construieşte e-solutiasi în intervalul [t—a, t0]* TEOREMA 0.3. FieD : \t— t0 |< a , x — а?0 | «fe, Jf 
= max M(t,x) a = min fa, . I M) Atunci există pe X — t0 |а o soluţie 9 a sistemului (1) cu <p(t0) = a?0. Demonstraţie. Fie en > 
0, zn+1 < zn, lim en = 0 ; pentru fiecare eM există h-+ao pebazalemei 0.1 o ew-solutie9Wdefinitá pe X — t0 | « a şi astfel ca 
9»(*o) = = in plus [9n (<) - ?,,(1) I< M X - А. Eezultá că funcțiile 9n sint uniform mărginite şi egal continue pe I * — I < a? 
deci ре baza teoremei lui Arzelá (Ascoli) există un subsir 9njfc 


1 0 TEORIACALITATIVÀ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE uniform convergent pe \ t — 10 | «<a către o funcţie 9. Această 
funcţie rezultă continuă şi în plus 19 (t) — <?(0 | XM 1t — T |. Fie An(t) =^- f[t,9.(«)] dt în punctele în care <pn e 
derivabilă şi An (f) = 0 în punctele în care 9n nu e derivabilă. Avem «P» (t) = x0 + £[/(*,9n(«) + An(s)] 4$, ГАп(!) |< 
£n . . <0 Deoarece f[t, уще (£)] converge uniform pe 1t — t0 | < a către j[tj<p(t)~\ iar Anjk tinde uniform către zero, se poate 
trece la limită sub semnul de integrare şi rezultă cp(t) = x0 + C /[*, 9(3)] ds X Deoarece / e continuă, rezultă cá 9 e derivabilă 
pe & — t0 |< a si <у(0) = fft, 9(2)]. Teorema este demonstrată. $ 3. INEGALITÁTI DIFERENȚIALE înainte de a trece la 
teoremele de unicitate şi de dependenţă continuă -de condiţiile initiale, vom stabili cîteva leme cu interes în sine. LEMA 0.2. 
Fie 9 o funcţie reală definită pentru #0 t0 + a; notăm В Fie 9 si continue în [JO, t0 + a) şi cu proprietăţile: b) D у{0 </[«, 9(«)], 
I7-(«)7/[«, +(*)! «6 [«o, + «). Atunci q>(t) < «];($) ре, t0 + a). Demonstraţie. Considerăm mulţimea valorilor t din [t0J t0 + 
a) in «are cp(t) > > această mulţime nu contine pe t0 conform ipotezei. Dacă nu e vidă, fie £ marginea ei inferioară. Avem 9(S) 
= MS) deci D 9($)</[$, 9 («]=/[*, «K 5)] <!>-+( 5). De aici rezultă că există t < 5 astfel încît 9(t) - <р(о) < «M«)- № 3 


INTRODUCERE 11* «deci «deci <p(J)> ceea ce contrazice definiţia lui 1;ca margine inferioară. Mulțimea considerată rezultă 
deci vidă şi lema e demonstrată. LEMA 0.3. Fie f continuă pentru |t — t0 | < a, | y — y0 | b. Fie М = max fit, y) |, a = min fa— 
1, р<а. Atunci există o | M) soluţie y(t) a ecuaţiei у = fit, y) definită pe [10, t0 + P] astfel ca y(t0) = 1/0 cw proprietatea cá 
dacă z(t) e soluţie a ecuaţiei cu z(t0) = y0 să rezulte kt)<y(t) pe [*o, *0+ Р]. Demonstraţie. Există eO > 0 astfel încît dacă 0 <; 


e < e0 ecuaţia у = /(*» y) + * admite soluţii ре [*0, t0 + p]. Fie еп > 0, еп + i<en <£0> lim sn = 0, yn un şir monoton 
descrescător tinzind către y0. Dacă yn (t) n~+ao sînt soluţii ale ecuaţiilor y = f(t, y) + e,, cu yn(t0) = yn, rezultă pe baza 
lemei 0.2 că z(t) < yn*1 (t) < yn (t) pe [t0, t0 + p]. Eezultá cá pentru orice t £[f0, t0 + |3] avem lim yn(t) = y(t), W-*ao «deci lim 
[/(*, yn(t)) + s j =f(t,y(t)), deci Sirul yn(t) fiind monoton descrescător, functiileyn(t) rezultă uniform mărginite, iar şirul 
derivatelor yn(t) fiind uniform mărginit, funcțiile yn(t) rezultă egal continue. Dar atunci, pe baza teoremei lui Arzelă, şirul yn 
(t) rezultă unifom convergent ре [t0, t0 + p] si y(t) rezultă soluţie a ecuaţiei у = f(t, y). Deoareceyn-^y0J rezultă y(t0)=y0. Fie 
z(t) o solutieoarecare cu z(t0) = =y0. Avem pentru totiw, pe baza lemei 0.2, z(t)«yn(t) pentru t £ [t0, t0 + P]. Pentru n —> oo se 
capătă z(t)-^Cy(t) pe t0 p] si lema e demonstrată. LEMA 0.4. Fie f continuă pentru X — t0 Ka, Vy — y0 Vb,M = = max M(ty) |, a 
= min fa, —), p <a, y(t) soluţia a cărei existenţă este M I afirmatá de lema 0.3, co(J) o funcţie derivabilápe [t0,t0 + P]astfel 
ca co'(J) < < f[ t, «KoXsIW. Atunci c»(t)«y(t) pe p0, + p]. Demonstraţie. Fie en > 0, lim ert = 0, yn un şir tinzînd n-+<x> 
monoton descrescător către y(t0). Avem *>'( <Я «(<)]</[<, co(«)]*e,, o>(to)<y(t<>) «yn, deci pe baza lemei 0.2, c*ít)« yn 
(t) pe [JO, t0 + p). De aici pentru n - +оо rezultă co(J) < y(t) pe , t0 + P]. 


12 TEORIACALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE ТЕМА 0.5. Ecuația у = a(t)y + 6(«), unde a(t) si bít) sint 
continue pe X — t0 | a, are pe acest interval solutiar rt afujdu Ё jg ' y(t) = yo e Hs)ds X si această soluţie este unica soluţie 
pentru care y(t0) = y0. Demonstraţie. Cá y(t) e soluţie se verifică imediat prin derivare. Să arătăm cá soluţia e unică. Fie y(t) о 
altă soluţie cu y(t0) = y0, z(t) = = ~y(t)— y(t). Eezultá z(t0) = 0 si Z (t) = a(t)z(t), deci z(t) = a(s)z(s) ds. De aici, v(t) |< M( 
2(s) | ds. Dacă există tx > t0 astfel încît ( (s) ]15=0у J*o .'o atunci z(s) = 0 pentru t0 < t < tx şi luăm pe tx in loc de t0. 
Presupunem deci cá pentru t > t0 avem V | z(s) | ds 4= 0.X Fie t?m = f [s(s) ds. Avem^-«JfdeciC^d^C^-T),deci 1 * 
(t) h m In v(t) — In v(i) < Ма — 7) pentru t0 < T< t, deci In v (t) < Inv (t) ++ М M(t- 7). Dar pentru avem Ini?(J)-^ — oocáci 
v(t0) = 0. Inegalitatea este contradictorie, deci z(t) = 0. LEMA 0.6. Fie cp, X funcţii reale definite pe [a, 6] si continue, X 
Presupunem cá pe [a, 6] are loc inegalitatea < P( 0 < «WO +J *(«)?(«)d Atunci f X(«)i!« <р(«)< «J»(0* 1 X(«)«|/(«) e 8 
ds pe [a, 6]. Jo Demonstraţie. Fie R(t) = J X(s)<p(s)ds. Avem = X(0?(0 < X(0'WO + х(о\ *(«)«p(s) ds2 X(0«H0(0-Kf( 
0 *a Considerăm ecuaţia z'(t) = X(t)z(t) -X(t) W). 


INTRODUCERE 13* Această ecuaţie admite pe [a, b] soluţia unică f X(«)du e *(s)<>(s)ds «a «care verifică condiţia z(a) = 
0. Ре baza lemei 0.4 rezultă R(t) < z(t) ре [a, 6], deci cp(t) < ^(t) + R(t) < + (t) + z(t) si lema e demonstrată. CONSECINTA 1. 
Dacă ^ e derivabilă, din «p(J) < x(*)?(*)d* . a rezultă f* X(1t)du ^ C' X(M)du ?(*) <<!» (о) " + ^ «K(«)ds. Demonstraţie. 
Avem, cu notatiile de mai sus r' X(«)d« r« d S x,",d" ' r( E *(«) 2 -V«t»(*)— eds = — ^ (s) e + \ e </(«)4« = J« dS la га [' 
Х(«а« ( £ X(«)du = -<!>(«) + <М«е " + «K(s)ds, deci . a C* X(M)dM t y X(t5)dt* «],(«) +200) = 1»(a)e' <!>'(«)d«. * a 
CONSECINTA 2. Daca ^ e constantă, ат? ( « ) < + + (s)<p(*)ds . a rezultă y x» M)dM «p(«)« ty e $ 4. TEOREMA DE 
UNICITATE LEMA 0.7. Fie f definită in D QRn*1 şi Wt, xx) — f( t, x2) |< C Je(t)Xx1 — x2X Fie «px, 9j ^ — respectiv 22 — 
soluţii ale ecuaţiei (1) “pe (a, b) astfel ea pentru tOt(a, b) să avem 1 «Px(^0) ~ ^2(^0) I ^ Atunci | C' fc(«)c:«| . . ^. Pi(t) - 2«(«) 
[<Se++e2)e'X k(u)du n (а, 6). 


14 TEORIACALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Demonstraţie. Presupunem t0 < t < b; în intervalul [a, t0] 
demonstraţia se face la fel. Avem IXM*) — /[«» ?1(«)] 1 < £ i > I€M*)—/[*» «P2(s)]«£2 cu excepţia unui număr finit de 
puncte. Eezultá I<h(0 - ?1 «o) - ( /[*» ?1(*)]d* | € — <о), "о I <P2(%) - Мо) - [ /[<> «P2(*)]d* | < ea(« — <o). J«o Eezultá 
1<Р1(*) - ?«(*) - («Pi(*o) - ?«Wo)) K ?1(«))-/(«^ ? «(» M] d | < Јо deci I «MO - I < I<Pi(*o) - «P2(*0) I + (ei + - «o) 
+ ^ 1/(*> fcW) —/(«2?«(«))d« .«O sau I<Pi(%) - ?.(<) I< I€«Pi(*o) - <Р2(*о) I (ei + *D(t- <0) --[k(s)N?21(*)-?a( 
* ) |4*. *Ло Aplicám lema 0.6 (consecinţa 1) luînd cp = | ( t) — cp2(t) | = (£ i e2) (< - *0) + I «Pi «o) - <P2(*0) I, X = *(*)* 
Obtinem | 9^) — «pa(t) |< | (t0) — «pa(t0) | e ° + t. s: + (ei + e2) \ e ds Ло şi lema e demonstrată. TEOREMA 0.2. Dacă I M - 
/(«,I«*(01^l ШОС Rn-l si «pl? cp2 sintf dowa soluţii ale sistemului (1) cu 91(J0) = 92(^0) atunci 9^t) = 92(tf) in 
intervalul (a, 6) în care aceste soluţii sînt definite Demonstraţie. in lema 0.7 putem lua $ = 0. = 52 = 0 şi se capătă I 9i(t) - 
92W | = 0. Teorema 0.1 arată că soluţia sistemului (1) există într-o vecinătate a punctului initial. O problemă importantă este 
aceea a prelungirii solu- 


INTRODUCERE 15* феї pe un interval cît mai mare. Fie o soluţie a ecuaţiei (1) definită» în (а, b). Atunci ?(*) = ?(«o) («> ? 
(«))d«. .«0 Dacă a < ^ «J2 < & rezultă | cp(^) — cp(t2) |< \ (s, 9(s)) |45 < M(t2— ţj,. X deci lim cp(t) şi lim <p(t) există. 
Dacă punctul (&, cp (b — 0)) eînD, funcţia t>o 1<6 9 definită prin 9 (t) = 9 (tf) pentru t g (a, &), 9 (&) = 9 (& — 0) este о 
solutiea sistemului în (a, &]; această soluţie poate fi prelungită pentru t > b* luînd ca punct iniţialpe b şi ca valoare initialápe 
9(b — 0). Eezultă de aici cá o soluţie poate fi prelungită atit timp cît nu părăseşte domeniul D. $ 5. TEOREMELE DE 
CONTINUITATE SI DE DERIVABILITATE IN RAPORT CU CONDIȚIILE INIȚIALE în cele ce urmează vom nota cu x(t; t0J 
xQ) soluţia sistemului (1> care pentru t = tQ ia valoarea xQ. TEOREMA 0.3. Dacă fit, xx) — fit, x2) | < Tc(t) | xx — x2 | in 
Dy atunci din xn-+x0 rezultă x(t; t0J xn)-+x(t; t0J x0). Demonstraţie. Avem Xn) = ®n + \/ [ *, &(*i \ rt x(t; t0, x0) = x0 +\/[*, 
oc (s-, t0, â20)]ds. Eezultá, pentru J> t0, I oc(t] t0, xn) — x(t; t0, x0) | < + ^I/[*, J — /o —/[«, x(8 ; «o, ^0)] Id« < | Ха - x0 I + 
t K(*) ; , xn) - x(s; t0rx0) | d^. t0 Aplicind lema 0.6 (consecinţa 2) rezultă І; о> Xn) — X(t ; J Хо) \< \x n— e? şi teorema е 


demonstrată. Observaţie. Din demonstraţie rezultă cá are loc convergenta uniformă în raport cu t pe orice interval (a, b) pe 
care soluţiile sînt definite. 


16 TEORIACALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Să presupunem acum că fit, x) este diferentiabilá în D, pentru I. 
Aceasta înseamnă cá pentru orice x0£D,t£l are loc relaţia f(h x ) —/(« ^o) = /*(«, xo) (x — хо) + o(  - x0 |). Să considerăm 
acum o soluţie x(t; t0, situată in D pentrutt 1. TEOREMA 0.4. Dacă feste diferentiabilá in D pentru t {1 şi x(t; t0J х0) 
estepentru t t i situată in D, atunci x(t; t0J x0) este diferentiabilá în raport cu х0 si ^o) este О matrice fundamentală de soluţii a 
sisd x 0 ternului liniar d y = d f ( t x(t]t0Jx0)) d t da? numit sistemul în variaţii corespunzător soluției x(t; 40). Demonstraţie. 
Fie astfel ca soluţia a^) să se afle pentru t g I in D. Fie Y (t, JO) o matrice fundamentală a sistemului în variaţii, cu alte cuvinte 
o matrice ale cărei coloane sînt soluţii ale sistemului în variaţii astfel ca У(®, t0) = E, E fiind matricea unitate. Atunci, 
evident, ЈО) (xx — х0) va fi o solutiea sistemului în variaţii care pentru t = t0 coincide cu xx — x0. Avem relaţiile x(t; JO, x0) 
= /[*, x(s; t0, #0)] 4$, x(t; «0, а) = xx + С f[St X(S. 10, a^)] ds, X Y(t, t0) (xt x0) = x, - + а $> ^r (tj fo) Eezultá de aici x(t; 
- t0, 420) - Y(t, t0)(x1 - x0) = = [M f[ s, )] —[*» &0)] ./о 19 a? Tinind seama de ipoteza asupra diferentiabilitátii funcţiei / 
deducem x(t; t0, - «o, a?0) — Y(J, tQ) (xx — x0) == ^; 9 хо)1 I» (s ; t0, — ; , a?0) — T (s, t0) (xx — x0)] ds + + [ o([a?(«; #0, 
— 10J a?0)])ds. «io 


INTRODUCERE 17* Pe baza relaţiei din teorema 0.3 rezultă y &(«)«]« Ii > xi) — ; Bo) I < e 0001 — х0\ deci о(#($; xj- 
xis-, t0, #<>) I) = 1^i - I) pentru t fixat. Prin urmare «o» —G(«i ®о) - m^oX^i — ^o) I < < ( | x(s ; a?x) - x(s ; JO, - Y(s ; *0) 
— x0) | ás +о(х1-х0) \ deci, ре baza lemei 0.6, I h, — ^0) - t0)(a?1 — x0) I = o( x — xQ I) si teorema este demonstrată. Se 
demonstrează o teoremă analogă cu privire la derivabilitatea în raport cu tQ şi în general in raport cu parametrii. 
COMENTARII BIBLIOGRAFICE Pentru teoria generală a ecuaţiilor diferențiale pot fi consultate, în traducere în limba 
romînă [1], [2]. De asemenea, teoria generală a ecuaţiilor diferenţiale este expusă într-o formă asemănătoare cu cea de aici în 
monografiile [3], [4], [5], [6]. Noţiunile relative la inegalitátile diferenţiale sînt date în [7]. 


CAPITOLUL I TEORIA STABILITĂȚII DUPĂ LIAPUNOV Teorema generală 0.3 asupra dependenţei continue în raport cu 
practic, condițiile inițiale se determină prin măsurători şi orice măsurătoare nu poate fi decît aproximativă. Continuitatea în 
raport cu condiţiile initiale exprimă tocmai faptul că aceste erori de măsurătoare nu se răsfrîng prea grav asupra soluţiei, iar 
lema 0.7 arată cá ele nu se răsfrîng prea grav nici asupra solutiiloraproximative, cu alte cuvinte, dacă se dá o eroare e admisă 
pentru solutie,existá S > 0 astfel încît dacă eroarea la stabilirea condiţiilor initiale este mai mică decît S sîntem siguri cá 
eroarea în orice soluţie construită cu aceste condiţii iniţiale este mai mică decît e. Trebuie însă subliniat că această 
proprietate este stabilită pe un interval finit (a, b) de variaţie aluitf, S depinde de mărimea acestui interval şi scade cînd 
mărimea intervalului creşte. Eezultá cá o soluţie va avea în realitate caracter fizic numai dacă pentru intervale de mărime 
destul de mare, 8 este destul de mare, de ordinul erorilor de măsurătoare. Un mod de a realiza aceasta constă în a cere ca S să 
nu depindă de mărimea intervalului considerat. Ajungem astfel la noţiunea de stabilitate în sensul lui Liapunov. Un alt mod de 
a ajunge la această notiuneeste următorul. Considerăm o soluţie a sistemului care descrie desfăşurarea unui anumit fenomen. 
Să presupunem că în desfăşurarea fenomenului au intervenit perturbații de scurtă durată care nu pot fi cunoscute exact sideci nu 
pot fi luate în seamă în studiul matematic al fenomenului. După ce aceste perturbații şi-au încetat acţiunea, fenomenul va fi 
descris de acelaşi sistem de ecuaţii diferenţiale ca şi înainte de apariţia lor. Ce s-a petrecut însă ? Sub influenţa perturbatilor, 
fenomenul a fost modificat, deci valoarea corespunzătoare momentului cînd perturbațiile îşi încetează acţiunea va fi alta decît 
aceea 


20 TEORIACALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE dată de soluţia considerată la început. Rezultă că după încetarea 
actiuniiperturbatiilorfenomenul va fi descris de altă solutiedecit cea cu care am plecat. Cu alte cuvinte efectul unor perturbații 
initial fiind considerat momentul cînd perturbatiileigi încetează acţiunea. Cum în orice model matematic al fenomenelor 
naturale se neglijează asemenea perturbații, pentru ca fenomenul să fie corect descris şi soluția matematică să aibă sens fizic 
este necesar ca modificări mici ale condiţiilor iniţiale să nu aibă efecte prea mari asupra soluţiei. Această condiţie este 
întotdeauna asigurată pe un interval dat (a, b) de teorema de continuitate în raport cu condiţiile iniţiale. Aceleaşi raționamente 
ca mai înainte ne fac să considerăm necesară independenţa lui 8 de mărimea intervalului şi ne conduc astfel la noţiunea de 
stabilitate a soluţiei. $ 1. TEOREME ASUPRA STABILITĂȚII ŞI STABILITĂȚII UNIFORME Să trecem acum la 
definitiaprecisá a stabilităţii. Considerăm sistemul 17 *) (1) dt şi fie x (t) o soluţie a sistemului definită pentru t >-10. 
DEFINIȚIE. Vom spune că soluţia x(t) este stabilă dacă pentru orice e > 0 există 8(e; t0) astfel încît dacă | х0 — x(t0) | < 8 să 
rezulte I j toi x0) — x(t) | < e pentru t > t0. Există împrejurări în care nu toate soluţiile unui sistem de ecuaţii diferenţiale au 
semnificatiefizicá. Este evident că în asemenea împrejurări nu ne interesează ca toate soluţiile cu condiţii initiale apropiate de 


cele ale soluţiei x(t) să rămînă în vecinătatea acestei solutii;este suficient ca această proprietate să aibă loc numai pentru 
solutiilecare au sens fizic. Ajungem astfel la următoarea precizare a noțiunii de stabilitate. DEFINIŢIE. Vom spune că soluţia 
x(t) este stabilă relativ la о mulțime M de soluţii dacă pentru orice z > 0 există 8(e; t0) astfel încît dacă i xQ — x(t0) |< 8 şi 
soluţia x(t-, t0, x0) aparţine mulțimii M să rezulte | x(t; t0, xQ) — x(t) | < z pentru t > . Dacă x(t) este soluţia а cărei stabilitate 
o studiem (subliniem cu acest prilej faptul că întotdeauna este vorba despre stabilitatea unei anumite soluţii, pe care o 
presupunem cunoscută), prin schimbarea de variabile y — x — x(t) putem reduce întotdeauna problema la studiul stabilității 
soluţiei y = 0. într-adevăr, obţinem *>-/(*»£(>>=/(c0 y-*xXW)-f(tx(t))—-F(t,y) dtf dtf dtf di/ şinoul sistem — = F(t, y) admite 
soluţia y = 0 corespunzătoare soluţiei dJ 


TEORIA STABILITĂȚII 21, x = x(t). Condiţia | x(tQ) — xQ | < 8 revine la | yO | < 8 iar \х(6 t0 , x0) — — x(t) \< z revine la 
W(t, t0, y0) \ < e. Liapunov a numit sistemul obținut pe această cale sistemul de ecuaţii al mişcării perturbate; sensul acestei 
denumiri stă în faptul că noile necunoscute y reprezintă de fapt perturbațiile suferite de mişcarea x(t). Prin trecerea la sistemul 
de ecuaţii al mişcării perturbate se poate spune că stabilitatea mişcării se reduce la studiul stabilității echilibrului. în tot ceea 
ce urmează vom considera numai problema stabilităţii soluţiei banale x = 0. TEOREMA 1.1. Presupunem că există o funcţie 
V(t, x), definită pentru t > 0, \х | < SO, continuă si cu proprietăţile : a) V(t, 0) = 0; b) V(t, х)^>а(\х |), unde a(r) este continuă, 
monoton crescătoare şi a (0) = 0; c) V*(t) = V(t, x(t)) este monoton descrescătoare oricare ar fi soluţia x(t) a sistemului (1) cu | 
x(t0) |< 80; Atunci soluţia x = 0 a sistemului este stabilă. Demonstraţie. Fie,, $0 > s > 0 dat şi S(s; t0) astfel ales încît | x0 |< < 
$ să implice V(tQ , x0) < a(s); asemenea alegere este posibilă deoarece V(t0, 0) = 0 şi У(Ю, x) e continuă. Fie x0 cu \хО |< S; 
considerăm soluţia x(t; t0, x0). Funcţia V*(t) = V(t, x (t-, t0, #0)) este prin ipoteză monoton descrescătoare, deci V*(t) < V(t0) 
= V(t0, x(t0; x0)) = V(t0, x0). Rezultă a(x(t-, t0, x0) )«WV(t, x(t',t0, x0))^CV(t0, x0)<a(s). Deoarece a(r) este monoton 
crescătoare, de aici rezultă | x(t; t0, x0) | < e pentru orice t > t0, deci soluţia rămîne în domeniul | x j <; $0, unde V e definită; 
teorema e demonstrată. Observaţii. 1) Dacă V este diferentiabilá, funcţia V*(t) este derivabilă şi avem deoarece x este soluţia 
sistemului de ecuaţii diferenţiale. Funcţia ,, - «5 11!+/,,, *, ) а\ах ] se numeşte derivata funcţiei V în virtutea sistemului. 
Condiţia c) din teoremă este evident satisfăcută dacă V este diferentiabilá şi W(t, x) « 0. 2) Stabilitatea soluţiei banale 
implică evident'prelungibilitatea pentru orice t > a soluţiilor cu conditiiinitiale într-o vecinătate a lui x = 0, deoarece faptul cá 
| x(t; t0, x0) |< s asigură posibilitatea prelungirii, soluţia nepárásind domeniul relativ la care sînt îndeplinite condițiile 
teoremei de existenţă. 


22 TEORIA CALITATIVA A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE 3) Să analizăm modul în care se comportă teorema dacă vrem să 
obtinemnumai stabilitatea relativ la o mulțime M de soluţii. Este suficient să cerem ca V(t, x(t)) > a( x(t) |) si V(t, x(t)) 
monoton descrescátoare numai pentru solutiilex(t) apartinindmultimii M de solutii; de asemenea putem presupune cá functia 
V(t, x) e definită numai în punctele («, x) de pe graficele soluţiilor din M şi e continuă numai în aceste puncte. Teorema se va 
formula în felul următor : Presupunem că există o funcţie V(t, x), definită şi continuă pe intersecţia dintre domeniul (t >- 0, X | 
$0) şi reuniunea graficelor soluţiilor din M, cu proprietăţile V(t, 0) = 0, V(t, x(t)) > a( \ x (t) D, V(t, x(t)) monoton 
descrescătoare pentru orice soluţie x(t) din M. Atunci soluţia banală a sistemului e stabilă relativ la M. Noţiunea de stabilitate 
definită mai sus are dezavantajul cá este direct legată de momentul initial t0 ; valoarea 8 a abaterilor initiale admise depinde 
nu numai de abaterea admisă pentru soluţie, ci şi de' momentul initial. Or, dacă ne întoarcem la problema perturbatiilor cu 
acţiune de scurtă durată, este clar că asemenea perturbații pot apărea în diferite momente ale desfăşurării fenomenului şi 
tocmai aceste momente (mai exact, momentele cînd acţiunea perturbatoare încetează) sînt considerate drept momente iniţiale. 
Pentru ca noţiunea de stabilitate introdusă să aibă valoare fizică este deci de dorit ca perturbatiileinitialeadmise care nu au 
efect dăunător să nu depindă de momentul initial. Ajungem astfel la noţiunea de stabilitate uniformă. ОНЕПМЕЙЕ. Soluţia 
banală х-0 se numeşte uniform stabilă dacă pentru orice e > 0 există 8(e) > 0 astfel încît dacă | x0 | < 8 să rezulte | x(t; t0, x0) | 
< s pentru t 10, oricare ar fi t0. Se vede că deosebirea faţă de cazul considerat anterior constă în independenţa lui 8(s) d t0. 
TEOREMA 1.1'. Presupunem că există o funcţie V(t, x) definită şi continuă pentru t > 0, | x | < 80, cu proprietăţile : a) V(t, 0) = 
0. b) a x |) < V(t, x) < b( x }, a(r) şi b(r) fiind continue, monoton crescătoare şi а(0) = 6(0) = 0. c) V*(t) = V(t, x(t)) este 
monoton descrescătoare pentru orice soluţie gc(t) a sistemului cu | x(t) | $0. Atunci soluţia x — 0 este uniform stabilă. Enunţul 
corespunzător pentru stabilitatea uniformă relativă la o mulțime M de soluţii este imediat. ' Demonstraţie. Fie 0 < s < 80 şi S = 
[a(s)]; Не x0 cu 0 |< S. Considerăm soluţia x(t; t0, x0). Funcţia V*(t) = V[t, x(t; t0, a?0)] este monoton descrescătoare, deci 
V*(t) < V*(to) = V[t0, x(t0; t0, x0)] = V(t0, х0)<5(х0\) < b(8) = Eezultá deci = b[b-*(a(zm = a(e). а(\х(& t0, x0) )«V*1t) < 
a(e) | x(t; t0, x0) | < e pentru 20. 


TEORIA STABILITĂȚII 23, Teorema 1.2. Dacă soluţia banală a sistemului este uniform stabilă, există o funcţie V(t, x) cu 
proprietăţile din teorema precedentă. Demonstraţie. Punem V(t, x) = sup | ^ ; t, x) |. Funcţia V(t, a?) e definită pentru £ > 0, | x | 
< S0 = sup S(e). Din | x(t + a; t, x) | < e( |), unde s(S) este functiainversá a funcției S(s) (care poate fi aleasă continuă si 
monoton crescătoare), rezultă V(t, |). Mai departe, sup [x(t + G; tj x) I» ; t, x) |= |a? |, 0 deci în sfîrşit, fie F*(J) = a? (<; t0, 
x0)] = sup + <r; t, x(t;t0, x0)) | = = sup Ix(t* a; t0, х0) |. 0 Fie ^> t2J d = tx — Avem Е*(*х) = sup | x(tx + a; t0, x0) | = sup | x 
(t2 + d + a; t0, x0) | = = sup I x(t2 + a; t0, x0) | sup | x{t2 + a ; t0, х0) | = V*(t2) deci F*(£) este monoton descrescătoare. 


Teorema e demonstrată. Să considerăm acum un sistem de forma = y), =Y (t,x,y), (2) at dt unde X si Y sînt definite pentru t > , | 
x y arbitrar (x, у vectori), 0, 0) = 0, Y(t, 0,0) 20. Definiţie. Soluția x = 0, y= 0 a sistemului se numeşte stabilă în raport 
cu componentele x dacă pentru orice s > 0 există $ > 0 (depinzind de z şi iar m cazwZ stabilităţii uniforme numai de e) astf/eZ 
ca, daoa | I + + I Vo I < 8 sa rezulte | x(t; ^ , t/0) |< s pentru t > Teorema 1.1". Presupunem cá există o funcție V(t, a?, t/) 
definită pentru t?^»t0, | x | <; Н, y arbitrar, cw proprietăţile : 1°, F(£, 0, 0) =0, V{tj x, 2/)continuá pentru x = 0, y = 0; 2°. F(£, 
i/) > a(| a? | )cu a(r) continuă, monoton crescătoare, a(0) = 0 ; 3°. JWJ^ monoton descrescătoare pentru orice soluţie x(t), y(t) a 
sistemului cu |х(0 | E. Atunci soluţia banală a sistemului (2) este stabilă în raport cu componentele x. Dacă in plus V(t, x, y) <; 
b( x |+ Vy |), unde b(r) e ca în teorema 1.1', atunci stabilitatea е uniformă. Demonstraţie. Fie s > 0, $ > 0 ales astfel ca V{t0, 
x0, y0) < a(e) dacă | x0 | + | yO |< $; dacă V(t, х} y) *СЪ(\х | + |у |) se ia 8 = b-x [a(e)]. 


24 TEORIACALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Considerăm solutiax(t; 10, х0, y(t; sifunctia = = "PP* ; xo» Voh 
V(tj xo» 2/o)l c ar e e s t e Prin ipoteză monoton descrescătoare. Rezultă a(N«; «о, y0) I) < ^ (*) < V*M = 2/0) < deci |;, , 
y0) | < s pentru t > TEOREMA 1.2'. Dacă soluţia x = 0, y = 0 a sistemului (2) este uniform stabilă în raport cu componentele х, 
există o funcție V(t, a?, t/) cw Joate proprietăţile din teorema precedentă. Demonstraţie. Luám F(£, a?, у) = sup | a? + a; a?, y) 
Evident, x» у) < e(I ® I- Iy I) şi x» у) > Ix I- Mai departe, v*(t) = y*] xo, yQ)> *о> 2/0)] = = sup Jo(t + a; t, x(t; t0, x09 y0), 
y(t; Vo)) I = = sup (t + a; «o, y0) Fie ^> 0, d = tx — > avem = sup + a; t/0) |= = sup I x(t2 + d + G-, t0, 2/0) I = «QÍO = sup 
а<« + a; t0, xo^ Vo) | < sup | + <7 ; t0, x0, t/0) | = V*(t2)r deci V*(t) este monoton descrescătoare. Să punem în evidenţă cîteva 
particularităţi ale sistemelor periodice în raport cu t. Fie deci în sistemul (ПКЕ + o, х)= 6, x). Atunci o dată cu x(t; t0, х0) este 
soluţie si x(t + g> ; t0, x0). De aici, dacă sistemul (1) îndeplineşte condiţiile teoremei de unicitate rezultă x(t + «o ; t0 + o, x0) 
= x(t; t0, deoarece în ambii membri ai egalităţii avem soluţii ale sistemului (1) şi aceste soluţii coincid pentru t — t0. 
PROPOZITIA 1. Dacáf(t + O, x) = f(t, x), stabilitatea soluţiei banale a sistemului (1) este întotdeauna uniformă. Demonstraţie. 
Fie, pentru tO fixat, 80(t0) = SUP h)£>0 Fie 8 = inf 80 (t0); 80 > 0 căci 80 (t0) poate fi aleasă continuă. Pentru 0 < 8 < 80 
definim s(S) = sup | x(t0 + a; t0, х0) |. Funcţia &( 8) este monoton crescătoare ; fie 8 (e) inversa ei. Pentru | хО j < 8(e) rezultă 
| x(t; t0, x0) | « e pentru orice 0 « t0 « co. 


TEORIA STABILITĂȚII 25, Pentru t0 > 0 arbitrar, avem few < t0 < (Jc + 1)g>, deci 0 < t0 — — Tc o < o) si | x(t; t0J x0) | | 
x(t — fco, t0 — fco, x0) | < e(S) dacă, | x0 | < S, deci | x(t; t0, x0) | < e dacă | x0 | < $(5). PROPOZITIA 2. Daca /(* + co, а?) = 
f(t, x), funcţia V(t, a?) & teorema 1.2' este periodică de perioadă g>. Demonstraţie. Avem + о>, а?) = sup |x(t++;t+]|=0= 
sup | + a; t, a?) I = a?). Un caz particular de sisteme periodice îl constituie sistemele în care / nu depinde de t. Eezultă cá pentru 
asemenea sisteme stabilitatea este întotdeauna uniformă şi funcția V poate fi aleasă independentă de t. DEFINIȚIE. Soluţia x(t) 
a sistemului (1) se numeşte nestabilă dacă nu este stabilă. Să formulăm acum o teoremă care permite să se recunoască 
nestabilitatea soluţiei banale x = 0. TEOREMA 1.3. Dacă există o funcţie V(t, x) cu proprietăţile 1? | V(t, x) | < b( |), unde 
b(r) este monoton crescătoare şi continuă 2? Pentru orice $ > 0 si orice t0 > 0 există x0 cu | x0 | < 8 astfel ca V(t0, x0) < 0 ; 00 
v V{t+ fe, x(t + Ti, t, x)) - V(t, x), 3? lim sup ——1—-—-—1 -—- - < — c( |х |), unde Л c(r) este monoton 
crescătoare şi continuă, c(0) = 0, atunci soluţia x = 0 a sistemului (1) este nestabilă. Demonstraţie. Să presupunem cá soluţia 
este stabilă. Atunci pentru orice s > 0 si t0 > 0 există 8(5, t0) > 0 astfel са | x0 | < 8 să implice | x (tt0J xQ) | < e pentru t0. 
Alegem pe х0 astfel ca WO | < 8 şi Vft0, x0)« < 0 . Din | x0 | < 8 rezultă | x(tt t0,x0) | < e, deci |V(t, x(t; t0, x0)) < < b (| x (t; t0J 
XQ) I) < b(e), pentru orice t > t0. Din conditia3? rezultă în particular cá V (t, x(t] t0J 40)) este monoton descrescătoare, deci 
pentru orice t >J0 rezultă V{t, x(t; t0, 40)) «F(JO , x0)«0, deci | V(t, x(t; t0, x0) | > > 1 V(t0, x0), deci b (x(t; t0, х0)\)>\ V(t0, 
x0) | deci | x(t; t0, x0) | > >6"1 (| V(to, &o))- D11 1 condiția 3° rezultă lim sup yt* + + ^ '«» *o)) - Ех, *0, *o)) ^h Vít,x(ti t0, 
x0)) < V(t0, x0) c( |x(u; t0, x0) |) du. deci Din rezultă deci I x(t; t0, х0)\ (V(t0, x0) |) c( \x(t} to, &o) )»c[b-1(V(to, *o)1)] V(t, 
x(ti t0, а?0)) < V(t0, x0) - (t - *0) c [F(*0, х0) D]. 


26 TEORIACALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Dar aceasta înseamnă cá lim V(t, x(t; t0, #0)) = — oo, t-+ao 
ceea ce contrazice faptul cá | V{t, x(t) t0, #0)) | < b(e). Observaţie. Analizind demonstraţia se vede că existenţa unei funcții V 
cu proprietăţile din enunţ implică o nestabilitate foarte puternică : pentru orice s > 0, orice t0 > 0 şi orice 8 > 0 există х0 cu 
\х0 |< 8 si T > t0 astfel ca X (T; 10, x0) j > e. $ 2. STABILITATEA ASIMPTOTICĂ De multe ori nu este suficient faptul cá 
perturbațiile cu acţiune de scurtă durată nu duc la perturbații mari ale soluţiei ci natura problemei cere ca efectul acestor 
perturbații să se amortizeze, să dispară după un interval destul de mare de variaţie a lui t. Astfel se ajunge la noţiunea de 
stabilitate asimptotică pe care o vom defini în cele ce urmează. DEFINIȚIE. Soluţia x = 0 se numeşte asimpt tic stabilă dacă e 
stabilă şi în plus există 80 (t0)> 0 cu proprietatea că dacă \х0 \ < 80 avem lim |x(t; toy x0) | = 0. t-+ao Soluţia x = 0 se numeşte 
uniform asimptotic stabilă dacă există 80 > > 0 şi funcțiile 8(e) şi T(z) cu proprietatea cá \х0 | < 8 implică (4; tQ, x0) |<<e 
pentru t^^t0 iar 0 | < 80. t^»t0 +JF(e) implică \x(t] t0, х0)\< e. Stabilitatea asimptotică uniformă revine la stabilitatea 
uniformă şi la lim x(t; t0, x0) = 0 uniform în raport cu tO şi х0 (t0 > 0, x0 | < 80). too PROPOZIŢIE. Dacă W(t, xx) —f(t, x2) ] 
< Te(t) | x1 — x21 în t> 0,|xsi V Te(s)ăs = О (t — t0), atunci existenţa funcţiei T(z) este suficiX еп pentru stabilitatea 
asimptotică uniformă. într-adevăr, fie £ > 0, T(£) valoarea corespunzătoare; alegem pe 8(е) astfel încît 1x0 | < 8 să implice (4; 
t0, x0) | < z pentru t0 < t < t0 + + T. Asemenea alegere este posibilă pe baza lemei 0.7 luînd = = x(t; 10, х0), 9 2 = 0, #1 = #2 = 


0. Obtinem Vo*T \ k(u)du W ; t 0j Bo) < 800 si deci СЮ-Т(е) \ k(w)dw 8 < £e ; tinind seama de proprietatea impusă lui 
Ic(u) rezultă că 8 depinde numai de #* 


TEORIA STABILITĂȚII 27, TEOREMA 1.4. Presupunem că există o funcție V(t, x) definită pentru ^> t0, | B|<ff continuă si cu 
proprietăţile : a) V(t, 0) = 0; b) V(t, x) > a x |), a(0) =0, a(r) continuă şi monoton crescătoare; c) lim sup 7 * ^t h;-;««- 
C [V(t, x(t; t09 a?0))], imâe c(r) este continuă şi monoton crescătoare, c (0) = 0. Atunci soluţia x = 0 este asimptotic stabilă. 
Demonstraţie. Pe baza teoremei 1.1. soluţia este stabilă. Din ipoteză y p , ; 70)] rezultă monoton descrescătoare, deci există y0 
= lim yp, a?0)]. оо Раса y0 ^ 0, avem c(yo) 0 şi cum c(r) e monotonă, c[V(t, x(ti t0, x0))] > e(VO), «leci -с[у(<, a?(t; «o, x0))] 
< - c(VO) deci ИтзпрЕ^+х { 0+ 71; ^^^). îl ^o Integrind rezultă yp, x(f, t0, x0)] - V(t0, x0) < - e(VO) (t - t0) edeci V[tj 
x(t; t0, 40)] tinde către — оо cînd t oo, ceea ce contrazice faptul cá yp, а?[<; х0) ]^а(\х(0 t0, а?0)|). Eezultá y o = 0 şi din y p, 
x(t; rezultă a( \x(t; |) 0 deci [x(t; t0, | 0 cînd 2 oo şi teorema e demonstrată. Observaţii. 1) Considerăm sistemul ^= X(t, x, у), ^= 
r(«, 2/), X(t, 0, 0) = 0, Y (t, 0, 0) = 0. dt ăt Presupunem că există V{t, x, y) continuă $1 cu y(2, a?, у) > a( | a?]), y(h 0, 0) = 0, 

II Tn gup Vjt+h, *(t+h; *o, */o), ;*0, *0, ]/0)] - V[*, *(*5 t0, *0, y0), y(t; t0, *0, */0)] ^ < - e[V(f. ; *0, x0, j/0), i/(* ; *0, $0 , 
1/0))]. 


28 TEORIACALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Atunci soluţia х = 0, у = 0 este asimptotic stabilă în raport cu 
componentele x. într-adevăr, demonstraţia decurge ca mai sus şi se deduce şi deci deci lim 7p, x(t; tQ, x0, y0), y(t; t09 x0, y0)] 
= 0 ОО lim «(!«(<; «0, а?0, y0)]) = 0 £->00 lim |; а?0, y0) | = 0. t-+ao 2) Se vede de asemenea uşor cá atit definiția stabilității 
asimptotice cît şi întreaga teoremă se pot relativiza la o mulţime M de soluţii. TEOREMA 1.5. Presupunem că există o funcţie 
V (t, x) cu proprietăţile : a(xyV(t, x)<b( wy), Um V [t + hx (t + h ; t0, x0)] - V [t x (t; x0)]  h-+0+ h Atunci soluţia banală а 
sistemului este uniform asimptotic stabilá- Demonstraţie. Fie s > 0, 8 (е) < b 'x[a (e)]; dacă \х | < 8 (e) rezultă « (x {ti t0,x0) |) 
< V [t, ff (t) t0, x0)] < V (t0, x0) < < b(x0*) < b(8) < a (e) deci \х (t i t0, x0) | < s pentru t > t0. Fie x | < Н domeniul in care 
sînt îndeplinite condiţiile din enunţ, 80 = 8 (Н), T(z) = — F i e \х0\ < 80. Să presupunem cá pe c [8 (e)] [t0, t0 -f T] am avea |х 
(ti t0, x0) | > 8 (e). Atunci lim sup7 x ( t + h > **>хо ) ] "" < с[8(5)] h-+0+ h pentru J £ JO + 21] Si integrind V[t, ; «0, &o] < - 
(*-Um x(ti t0,xo)] -Y[t0, Bo] -C[»(c)] («-«0)«6(»0o)-^(c)] («-«o)Pentru se capătă m ; «0, 8o)] < b (*o) - c[»(e)]T = 0, ceea 
ce este contradictoriu. Rezultă că există tx € h + astfel ca, I X(h ; Vo) I < 8 (€)deci w(t; Bo) I < s Pent M t > 19 deci în orice 
caz, pentru t>t0+T(e). Observaţii. 1) Dacă lim a(r) = lim 6(r), 


TEORIA STABILITĂȚII 29, atunci lim 8 (s) = oo е->00 şi dacă proprietăţile din enunţ au loc pentru toti x rezultă şi 80 = oo.. 
în acest caz spunem că avem de-a face cu stabilitatea în mare. 2) Ca mai sus se vede că dacă sîntem în situaţia din observaţia 
1) de la teorema precedentă şi funcția V(t, x, y) verifică condiţiile M + M ) , um gup yy + x(t+h; *о> *o»g0), */('+*; *o, y0 
)]-v[<, *(6 y0), y(t; <0 *0,у0)1 +/1 ^< - c x(t] t0, y0) |+ |у(<; «0» & 0> Sfo) D» atunci are loc stabilitatea uniformă in 
raport cu componentele x. într-adevăr, са in demonstraţia teoremei se arată cá există tx g [t0, t0 + T] astfel încît I® (h ; hi xoi 
Vo) Т+Ту (h ; 2/0) I € * (е) şi apoi totul rezultă din proprietatea lui 8 (e). 3) în problemele practice este de mare importanță 
evaluarea numerelor 8 (e), 80, T (e). Sá observám cá din demonstratia teoremei rezultá cá dacá avem la indeminá functiaV (t, 
х) şi functiilea (г), b (г), с (г), putem lua 8 (e) = 6"1 [a (e)], 80 = 8 (Н) (sicind F e definită pentru orice 80 = lim 8(£ ) = 
6"i[a(00)]), T (e) = & [Р] * Е-Е<*> c L6(E)J Să facem acum cîteva observaţii in legătură cu stabilitatea asimptotică 
uniformă. 1? în definiţia stabilităţii asimptotice uniforme intervin funcţiile $ (e) şi T (e). Să arătăm că aceste functiipot fi alese 
continue şi monotone. Demonstraţie. Fie en un şir pozitiv, monoton, tinzînd la zero, \ (e) = sup 8 (en) pentru sw+i ^s < 5» 11 
xo [< (s) implică 8 I ihi xo) I < snti < e pentru t > t0. Definim pe 8* (e) liniară în [еп+і, en] $1 8* (е.+1) = «a (sn+2), 8* (ej = 
8, (zn+1). Cum 8, (zn*1) < 81 (e J (căci 8X (en) a fost definită ca margine superioară а mulţimii numerelor S cu proprietatea 
cá \х0\ < 8 implică w(t]tOJ xQ) | < e j şi în plus (sn) 0 cînd w -*0o, rezultă cá 8i (enti) = 81 (zn) numai pe porţiuni finite ale 
sirului, pe care le putem suprima, astfel încît 81 (ej şi deci 8*(e) să fie strict monoton crescătoare. Funcţia 8*(e) va fi continuă, 
strict crescătoare, 8*(0) = 0 şi [a?0| < 8*(e) implică 0 | < 8*(zn) = 8l(zn*1) (ew+i < £ < £ ,„ ) deci [x (t-, hi xo) I < sn+1 ^zi 
deci 8*(e) are toate proprietăţile cerute. Analog, fie Tx (e) = inf T (zn*1) pentru £n+1 < £ < £ ; \х0 | < 80T şi t» t0 + TI (e) 
implică  (£; t0, x0) | € £n*1 < e. Definim pe T*(e) liniară in [>n+1, £w] şi T* (zn*1) = TI (S[I-2), T* (ej = Tx (zn*1). Cum 
(еп41) (sn) (căci ТІ (en) a fost definită ca margine inferioară a numerelor T cu proprietatea cá t > t0 + T implică \х (А t0, x0) | 
< £n, şi 


30 TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE (еп+і) а г e această proprietate) şi lim ТІ (tn) = oo, egalitatea 
jf7 1(en+1)= = Tx (en) poate avea loc numai pe portiunifinite ale șirului pe care le putea, suprima. Funcţia T*(e) e monoton 
descrescătoare, continuă, lim T* (e) = oo şi t > t0 + T* (e) implică t > t0 + T* (£ J = t0 + T (zn*1) deci I x (t; t0, x0) | < еп+1 
< e, dacă en+l < e < ew. 2? Fie e (S) inversa funcției 8 (e) si v) (T) inversa funcției T (?]); avem \х (60, x0) < e (| x0 |) pentru 
t > t0, \х (t; t0, х0) |< 7) (t — JO) pentru “+0, \х0 | < 85. De aici rezultă |а? (J; t0, х0) 2 < e (\х0 |) 7) (t—10) pentru 0 | < $0, 
{> Prin urmare stabilitatea asimptotică uniformă este echivalentă cu existenta a două functiix şi ^ prima monoton crescătoare, a 
doua monoton descrescătoare, astfel încît Ix(t',to, Bo) < x(1*01) -K* - *<>)* 3° Dacă x (г) liniară şi |f (t, x) < i (r ) i pentru 
\х\ «rr stabilitatea este exponențială, adică există constante a > 0, şi B > 0 astfel ca I *(«; *o, &90)] «^e"a ( < -< o ) ol. 


Construim o funcţie Liapunov cu formula | t+ T V(t, x ) = \ (&(t; #)12 dT. . e Avem I*(«; «o, Bo)l < * 1 *ol <М<>), deci | 0? (Т; 
J, A?)| € fc (0)| x | pentru T !> t, deci V (t, x) ^H2 (0) #2 d x = ТК24>2 (0). Mai departe, — x ( r } t x) =/ (Т &(t;t, 
aj),dT(&(Tx(r-9t,x))-(a(t« 8)/(t, ® (t;a?))), dr deci (T; t, ) 2-2 (Т; х), / (T, А? (Т; *))).2dT Dacă ja? 
< rx rezultă | A? (Т; t, x) | ЕС J*(0)^ 


TEORIA STABILITĂȚII 31' SI |/ («, x (T ; 96 x) < £ (ВХ) (Т; t, x). De aici 2 dr — In |o?) > -2X(r1 ), ®(бх, о?) 2 > e - 
2 J > «T-f) [a?2 . dr Eezultá rt* T pr F ( * , # ) > |0? |2 \ e-2i(r1)(T-t) i^jal e-2L{r1)S fa Jo în definitiv a (T) 2 F (t, &) «p( 
Т) \х |2. Mai departe, rt- T rt+T V p, A? (t; ®0)] = x (Т; х (t; A?0) 2 DX =\ ®(Т ; t0, &0)If d*r = (| T x(t] to, *0)) H x(t; 
*0) |} ( wx(t- T; «0, DO) v^x(f, t0, x0)) € rt" T V (t-, t, x(t-, t0, а?0))2 АТ = V€(3fciK T)|]8(«5;*0,90)]-|]&(«;* 
0,0) D(f* ; &0) 1 + ® (< >*0> Alegem pe T suficient de mare astfel ca ^ (T) < — deci Tc <J* ( T ) < — -r 2 rezultă F («,* 
(«5 *<>> *o) < - -^r I& «J ^o) I ( I® (< T ; ®о)| + 18 (« i &b) I X at^ 2t Din existenţa funcţiei Е (£, a?) cu proprietăţile 
stabilite, rezultă imediat stabilitatea exponențială. Din V(t,x(f,t0, ®0 ))« p(T) х0)\2 rezultă - | 0 («;«0, 80) 2 < - F [*, a? (t; 
x0)], deci dtf 2p(T) 


32 TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE De aici 1 «-v a(T) x ( £, t0 , xQ) PF (t, x(t; t0, *0))« V (t0, 
x0) e < Eezultă in definitiv oc(T) sau I® (Е ^о) I<l1[ime'^w {t~to ) fa I. r a (T) 4? Din cele demonstrate la punctul 
precedent rezultă că dacă / (t, x) e omogenă în o? de gradul întîi, atunci stabilitatea asimptotică uniformă implică stabilitatea 
exponențială. într-adevăr, dacă / (t, x) e omogenă în o? de gradul întîi, rezultă cá x (t; Tc x0) = Tc x (t; ; în ambii membri ai 
egalităţii avem soluţii ale ecuaţiei şi aceste soluţii coincid pentru t=t0. într-adevăr d d Te x(t; t0, Xq) = Tc — o? x0) = 
dt dt = Tef(t, x(t-, t0,x0))—f(t, Tcx(t-, t0, x0)). Eezultá \x(t;t0, Texo) | = \Тс\ x(t-, t0, x0) | < Te x ( 80 I) «K*— deci I a<«;t0, a? 
0) 1 = |[*(«5 ^r^ *o) IX I X (so) W ~ to), deci 80 | x01 80 X* М = ceea ce arată cá x (f) poate fi luată liniară. in particular, 
dacă / (t, o?) = JL (J) o? condiţia de omogeneitate e îndeplinită şi obținem teorema lui PersidsTci: la sistemele liniare 
stabilitatea asimptotică uniformă implică stabilitatea exponențială. 5? Sá arătăm cá dacă f (t, x) este periodică in t cu perioadă 
с*>, f (t+ co, x) = / (t, x)j stabilitatea asimptotică este întotdeauna uniformă. Stabilitatea uniformă a fost pusă în evidenţă 
anterior. Să luăm <j (t) = sup | x (t0 + u ; t0, x0) | pentru u > t, 0 < < co, | x0 |< t. 


TEORIA STABILITĂȚII 33, Funcția x (t0 + u; t0, x0) e periodică în t0J continuă şi deci marginea superioară construită este de 
fapt margine superioară pe toată axa tQ. Evident, c (t) este monoton descrescătoare; inversa ei este funcția T (e) din definiția 
stabilității asimptotice uniforme. Yom stabili acum teorema de existență a funcției Liapunov în cazul stabilității asimptotice 
uniforme. Există în momentul de față diferite procedee de construcție a funcției Liapunov. Printre acestea vom alege pe cel dat 
recent de Massera ca fiind cel mai simplu. TEOREMA 1.6. Dacă soluţia banală a sistemului este uniform asimptotic stabilă, 
există o funcţie V (t, x) cu toate proprietăţile din teorema 1.4. Demonstraţie. Fie G (г) cu G (0) = 0, G' (0) = 0, С (т) > 0, G" 
(г) >> 0 şia > 1. Notám g (г) = С" (т). Atunci r rr fU % (Ri Ca CU G(r) = \ dtA g(v)dv, С - = ă,ul g(v)dv. Jo Jo Va/ .0.0 W 
Punem и —— ; se сарай a V) О [—) =irdw(a g (v) d& < IT dw Р g (v) d» = -Q Y). Va; a .'о го «Jo Jo a Alegem V (t, x) = 
sup О (| * (t+ «r; t, x) ) 1+ -22 ; «*»0 1 +a pentru a = 0 se capătă С (x |) deci V (t, x) > С (x |). Fie s (8) funcţia inversă a 
lui 8 (e). Avem Ix(t + <j; t,x) \<е(\х\), G(w(t + Sj-,x))«G(e(w)), 1 +ар<а 1 +a deci V (t, )« *G[s(x)]. Pentru a > T (e) 
avem (t + а'99х)\ < e, deci dacă a > T ^x |j rezultă \х (t + a; J, х)]<-\х\, deciG(w(t + а; J, x) |) < | x lj şi G(w(t + oit, x))1 + 
TM < OLG(-XY) <С(\х\)<У(х). 1 +a Va; 


34 TEORIA CALITATIVA A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE Eezultá V (t, x) = sup С (|a? (t- G;t х) |) 1 +ае 1 + $1 
deoarece funcția este continuă există un punct G1 in care marginea superioară este atinsă. Putem deci scrie V (t, x)2G(w(t + о 1 
it,l+a,Fiex=x (Е t0J x0), x* =x (t + A; t, x). Avem V (t + A, x) = С (\х (t+ А +а*; +}, х*) |) 1 +а2* = 1 + С* = 
О(\х(Е +h + a*itl «)1)-1,+,5°* • 1 + G Notăm G* + А = С. Avem V (t+ H, X) =С(^а+а; х) |) 1+=1+С1+01[ (1+ 
<7*)(1+ ««T)J într-adevăr, 1 + оса l (а — 1) All +aaah—hl+tol (1*g9(1-ag)] _1+а(1+ < (1 +а*) = _1+2* 
+ «0+ «ро* —аһ+һ 1+ <7* + «р* + «ро +6 ~ (1-а) (1 +а*) ~ (1+0) (1+а*) ~ _1+<- а2* (1 +а) 1+ «о* (+ 
а) (1+0 ~ 1 + 9* Eezultá F(L+ < F(« )[L—.,,,( A-1)F EJ— "Не -1(1 +0) (1 * ag) Ј (a - I)hV(t, X) (1 + g*) (1 + 
«g) deci V(t + h, x) - У (6 x) < (а- D Е (0х) Һ^~ (1-+а*) (1+аа)' 


TEORIA STABILITĂȚII 35, Avem 0 < «r* < T x 0 < << tJ - |«* lj +h, deci V(t Ji, x) - V (t, x) < («- D) V(t x) |]l- T^- | 
ar|jjl-^«rji|«*]|J * ah Eezultá de aici lim gup V X + h, x(t + h; t0, a?0)] - V [t, x (t-,t0, a;0)] < ft-*0+ h < (K- 
1)GCx(tt0,x0))) || + T 10 (ii t0,x0) Ij j |1 +a T "Ia? (/; t0, , 0))j Am folosit faptul cá x* =x (t + hi tj x) =x (t + hi tj x (tit0J 
x0)) = x(t + h; t0J x0)> V (t, x) > O (x D, lim x* | = |х (ti t0J х0) | si T (z) e continuă. h—> 0 în definitiv am arătat cá V (t, x) 
verifică toate condiţiile din teorema 1.4. în cele ce urmează vom studia proprietăţile de regularitate ale funcției V (t, x). Yom 
presupune că / (t, x) are următoarea proprietate : pentru orice pereche xx şi x2 си \хх | -< A, v2] < ft, If (t, Xx) —/(«,Xt) 
I«Lh(t)Ixx- a?21. Pe baza lemei 0.7 rezultă cá pentru orice pereche de soluţii x(t -7 x (ti 107 x2) care rămîn în | х | <; В 
avem || Lh(*)ds \х (t i t0, xx) — X (ti tm x2) i < I xx — x21 e 0 Am văzut mai înainte cá V (tj х) = G(w(t+alit,x)l)ltag 
1> unde0O « « T( - X|VlI +^ Va) Fie acum xl si x2 astfel ca < 8 (h), \х2\ < 8 (В); atunci soluţiile x (t i t0, xx) si x (ti t0J x2) 


rămîn in \х | < В. Мот 


3 6 TEORIACALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA ТЕ AvemI 1 A. « 1 t ai 1 +01 « a 6 T (10) а? (J+; t, а^) |— [a 
(J+ ; t, x2) | г0 fiind cuprins între (t + ; t, хх) | six (t + ; t9 x2) | deci 0 < r0 <h. Cum G' (г) e monotonă, rezultă G' (r0) < G' 
(В). Eezultá 1 + a ( 71 {О(\х( + ol;tx1))-G(Ww(t + al 5 1, x2))) V+Tx \ Lhís)ds «oe G'(K) © I&! —а?2|< Deci — mG'(h)e | 
*G(J|a?(«  *r, a?i) 1)1 + ***< 1 + Ol («+ CF12^1) 1^^1» 1+ «7! De aici Ct+Tt \ Lh(s)ás 1 4- а<7, -aG'(fc) e3« — x2 \ + 
V(t а*)<0( |+ *11]) *« I - (TL <Е (<, x2). Prin urmare Ct+Tt \ Lh(s)6s V (<, - Е (t, a?2) <aG' (fc) eJ' - o j . Aceleaşi 
calcule dau V (t, x2) - V (t, xx) <а(1' (h) ел fa - 0>2|. Fie = max (TI? T2). Eezultă ntr V IrA(«)dS IF (<, x2) -F(«,|«a 
G' (A) eli - 


TEORIA STABILITĂȚII 37 sau I V («, x2) - V (t, xj |< M (h, r) x 1 - x t \ pentru r «xt | < 8 (fc), г<\х2 |< 8 (6), t» 0, M 
(H-, t, г) = oIG'(H) EJt I rtu Dacă Lh este constantă, sau dacă are proprietatea V Lh (s) &s <; < К WV atunci M nu depinde de 
t. în cele ce urmează vom face această ipoteză. De asemenea vom presupune pe h fixat. Alegind pe G (r) astfel ca G' (r) < Ae 
putem obţine | V (t, xj — V (t, x2) I < M xx — x2 I pentru \хі | < h0. într-adevăr, să notăm \х(Н+а1 9х1 )\= пу x (t + t, x2) | = 
r2. Dacă r2 >- rx avem С (12) > С (rx) deci V x2) > С (\ (t+; <, x2) |) 1;+ agl» 1+ «TI >G(x(t + c1-,£x1))1 + agl = V (t, 
Xt). 1 + <*! Dacă r2 rx putem scrie 0 < ff (rx) - ff (r2) = G' (Р) (rx - 12) №) fa - 12) < < J. 8(1>) fa- r2) «J.e""(«]*(— 
ax ; |, xx) - x (t .. ^, -jrr^«(fj)) Kr/i-1xti) , Din [a?(J + «rx; = rx rezultă I «i I > 8 (rx), 


38 TEORIACALITATIVÀ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE deci deci 0 < С (r+) - С (12) < A fa - x t* . De aici 0 < F(«, xx) 
-С(\ x(t+ al ) 96 х2)\)1 + "^Са^1^- ^К») 1+ (7! deci Е(«, + а! } 6 x2) 1)1 +а(ті>Е («,-а1|^- #2 |. 1+ (7! Eezultá 
astfel in toate cazurile Е (J, #2) — Е (J, > — aA fa — x2 |. Schimbind acum rolurile lui xx $1 x2 se сарай Е (t, xx) — V (t, «2 
) >- a l fa — х2 | deci în definitiv I F (t, xx) — V (t, x2) | < a | xx — х2 |, dacă | xi | 4= 0. Dacă x2 = 0, prima inegalitate (*) 
dă 0 « F (t, x; < CLA | x11, deci relaţia obţinută e valabilă şi in acest caz. Dacă x1 = х2 = 0 relaţia e banală. Bámine de arătat 
că putem alege pe G astfel încît să verifice condiţia cerută. Pentru aceasta nu avem decît să luăm «0 avem G(0) = 0, G'(r) = A 
e'>0, G' (0) = 0,cáci 8(0) = 0, T (0) = oo, şi G' (т) e monoton crescătoare deci С" (г) există aproape peste tot şi e pozitivă. în 
definitiv putem formula : TEOREMA 1.6'. Dacă soluţia banală a sistemului este uniform asimptotic stabilă si M(t, - f( h x*) I 
«Lh(t) fa - xt \ pentru \х1\ < Л, | а?21< h si rt +m I există o funcţie V (t, x) cu proprietăţile I rt +m \\ Lh (s) ds «K Wu, 


TEORIA STABILITĂȚII 39, 1? a(w)*£V(t, aO<M|*); 2? lim sup V V +x (t+hî -F a? (6 а?0)] ^Л < - c( (t]tO, a20)]); 3° Е 
(J, xx) — V (t, x2) | М wx — x21 pentru x | < 8 (80), Această teoremă va juca un rol deosebit în ceea ce urmează. Pe baza 
ei vom deduce o serie de propoziţii care subliniază însemnătatea stabilităţii asimptotice uniforme. Sá'observám în încheierea 
acestor consideraţii cá dacă soluţia banală este uniform asimptotic stabilă in mare, lim 8 (e) =оо deci lim e (8) = e-foo 8-fao = 
оо, şi cum a (г) = С (г), b (г) = OLG (e (r)) rezultă lima (г) = lim (т) = oo. r-foo r-foo De asemenea, dacă / este periodică in 
raport cu t de perioadă «o, F (tf, x) este periodică pe perioada co şi dacă in particular / nu depinde de t, F nu depinde de t. 
Aceste fapte se aratá la fel ca in cazul stabilitátii uniforme. Yom mai da o teoremá care reprezintá o slábire a teoremei 
generale 1.5 in cazul sistemelor periodice in t, respectiv independente de t. TEOREMA 1.5'. Fie f (t, x) periodică in t, cu 
perioada co : / (t + co, x) = f (t, а?). Daca există V (t, x) periodică cu perioada co şi cu proprietăţile : a) a |(a?) |< Е ft, а?) « 6 
(|), 6 (fc0) <a (ht), fcO <\< fe; . v v + fe, x(t + fe; #)] - F p, a?] ., , b) lim sup - -J < 0 pentru x | < h h-K)* Л 
egalitatea din b) putînd avea loc numai in punctele unei mulțimi o>îl care nu contine semitraiectorii întregi, atunci soluţia x = 0 
este asimptotic stabilă şi sfera \х\ < ҺО se află în domeniul de atracţie. Demonstraţie. Stabilitatea simplă şi faptul că XOVchO 
implică (t] t01 x0) | < hi rezultă din a(x(t]t0, x0) y) «V(t, x{tit0, х0))<Е(*0, Presupunem că există o traiectorie şi un număr 
pozitiv tj astfel ca | x (t; t0, x0) \ > y) pentru t > t0, \х0 | < h0. Considerăm funcţia V* (t) = V (t, x(t;t0, x0)). Această funcție е 
monoton descrescătoare, deci există FO = lim F* (t) si F* (t) > FO*pentru t > t0. Considerăm şirul xk) = x (t0 + fico ; t0, x0); 
din \&К) | < hx rezultă cá se poate extrage un subsir convergent, fie х*0 limita lui; atunci x*0 =/= 0. 


40 TEORIA CALITATIVA A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE Avem lim V*(t0 + &<о) = FO ; V* (t0 + &«o)-V (t0 + feco, 
0o<*>) = Е (t0, fe-foo deci lim F* («o+ JCM) = Е («o, a?*). Jfc-fOO Eezultá Е («o, = FO. Considerăm semitraiectoria t0, x*0 ); 
deoarece această traiectorie nu se poate afla în întregime in SR, funcţia Е (t, o? (J; a?0)) nu e constantă deci există t* > t0 
astfel ca Е (t*, x («*; «o, ®0)) < F (*0, 85) = FO. Pentru orice у > 0 avem *o, - * («*; «о, х{К)) \ < г dacă Te > М (y), deci 
lim F («96 0? (1% t0, а?<*>)) = Е (1* ; 0 («*; t0, x*0)) < FO. k-*ao Dar aj («* ; «о, »**>) = «(<*; «0, x (*0  &to; t0, x0)) = = 
«(«*- few, 10 + fcto, a; («0 + ; «0, а?0)) = x (<* + Тс<а; x0) 517 («*, a?) = 7 (** + fcco, a;) deci 7 (t% x (t* j *0, <›<*>)) =7 
(«* + Кю, а;(<* + few ; t0, x0)) = 7* («* + Eezultă lim 7 (<* ; a? (<*; «0, a;'*»)) = 70 fc-foo ceea ce este contradictoriu. 
Contradictia obţinută demonstrează cá pentru orice traiectorie cu I x0 | < şi orice y) > 0 există ^ > astfel ca x ; t0, | € y). 
Alegem y) = 8 (s) si din |а? ; t0, a?0) | < 8 (s) rezultă 19 x fo; a?0)) I < deci I x (t; a?0) | < s pentru t > tx (s) deci lim x (t; a?0) 
= 0. t-fr-oo 


TEORIA STABILITĂȚII 41 în încheierea acestui paragraf vom da criterii de stabilitate în care funcțiilor Liapunov li se cer 


condiţii mai slabe şi care se bazează toate pe lema asupra inegalitátilor diferențiale dată în introducere. Aceste criterii au fost 
stabilite de'C. Corduneanu. TEOREMA 1 . 5 ". Fie co (t, y) o funcție continuă pentru t > 0, 0 < Y < + oo, co (t9 0) = 0; 
considerăm ecuaţia $ = y) a # > dt şi presupunem că prin fiecare punct (t0, y0) t0 > 0, 0 <; y0 < Y trece o soluţie unică. Fie V 
(t, x) o funcţie diferentiabilá, pentru t >- 0, x \ < Mr tr/ x ie V (t +h, x + hf(t, x)) . K (J, x) = lim — — , presupunem cá 0 fi 
F' (J, # ) € co (t, F (J, a?)). 1° Daca soluţia y = 0 a ecuaţiei (1") este stabilă şi V (t, x)^a (x Jr soluţia x = 0 a sistemului (1) 
este de asemenea stabilă. 2? Dacă soluţia y = 0 a ecuaţiei (1') este uniform stabilă şi a (|а? |) <; <F(J , 6 (|), soluţia x= 0а 
sistemului (1) este de asemenea uniform stabilă. 3? Daca soluţia y = 0 a ecuației (1) este asimptotic stabilă şi V(t, а?) >> >. a ( 
|), soluţia x-Q a sistemului (1) este de asemenea asimptotic stabilă. 4? Dacă soluţia y = 0 a ecuaţiei (1") este uniform 
asimptotic stabilă şi a (|) Е (J, #)<<& |), soluţia x = 0 a sistemului (1) este de asemenea uniform asimptotic stabilă. 
Demonstraţie. 1? Fie s > 0, > 0, Y) (S, > 0 astfel ca 0 < y0 <У] să implice y (t; y0) < a (s) pentru J> t0. Din continuitatea 
funcţiei Е rezultă cá există 8 (s, t0) > 0 -astfel ca 0 | < 8 să implice Е а?0) < < rj. Avem — V (t, x (t; t0, ®0)) = F' («, ^ («;«0, 
*0)) < co (<, Е («, a? («; t0, x0))). dt Din lema 0.3 rezultă Е (J, x (t; «o, a?0)) < y (t; F(JO, <» (5*Deaicia((t;^o)D <<а 
(s), deci | x(tt^ х0)\ < e pentru Чоу dacă [#0| < 8 (s, 2? Din Е (t, a?)«6(|&|) rezultă cá 8 poate fi ales independent de t0 şi restul 
demonstraţiei decurge ca mai sus, căci şi tj poate fi ales independent de t0. 3? Din F («, x (t; t0, x0)) < y ( t] t0,V (t0, x0)) Si 
t0, Е #<>)) = rezultă lim F (J, a? (6 a?0)) = 0 t —QO 


42 TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE deci lim a (\x(ti t0, x0) |) = 0, +оо de unde se deduce lim x (t; 
t0, x0) = 0.00 4? Din ipoteză rezultă că există y)0 > 0 astfel încît pentru s > 0 există T (s) > 0 cu proprietatea cá din у0 < y)O 
rezultă y (t; t0, y0) < < a (s) pentru t > + T (s). Alegem pe SO astfel ca b (SO) < y)0. Dacă !xo I < »0, rezultă x0) < < 6(»0) < 
Io» deci y (6^ ®о)) <а(& ) Pentrut^tO +T (s). Din Ер, a? (<; t0, x0)] < y («; «o» ^ (*о> &0)) rezultă a (I x (t; а?0) |) «a 
(s) pentru t > + T (s), deci ® ; I < £ Pentru >tQ+ T (s), xQ | < 80. Teorema este demonstrată. $ 3. SISTEME LINIARE Yom 
studia acum aspectele specifice ale problemei stabilitátii in cazul sistemelor liniare. in legáturá cu aceasta vom pune in 
evidenţă şi o serie de proprietăţi generale esenţiale ale sistemelor liniare. Un sistem liniar omogen se scrie sub forma ^= A ( t 
) x, (3) dt unde vom presupune cá A(t) este o matrice pătratică ale cărei elemente sînt funcţii continue de t definite pentru t > 
0. în acest caz teorema de existenţă are un caracter global; soluţiile sint prelungibile pe toată semiaxa t > 0. Pentru a vedea 
acest lucru este suficient să arătăm cá pe orice interval finit soluţiile rămîn mărginite deci nu părăsesc domeniul in care sînt 
verificate condiţiile teoremei de existenţă. Fie x (t; t0, x0) soluţia sistemului (3) care pentru t = t0 trece prin punctul x0. Avem, 
pentru'valorile t pentru care soluţia este prelungibilă, x (t; t0,x0) = x0+ ^ A (s) oc(s-,t0, х0) d s. . t0 


TEORIA STABILITĂȚII 43, Eezultá 1®(*.*0>*0)] < i # o 1+ \ 1^001 \ x(s;t0,xO) ds. Aplicind lema 0.6 (consecinţa 2), rezultă 
У |-4 (s)|ds \x(t;t0,x0)\ «]o?0|e^ , «evaluare din care rezultă că soluţia rămîne mărginită pe orice interval finit. Observăm cá am 
folosit aici evaluarea | A (s) x (s ; t0, x0) < | A (s) | | a? (s ; t0, x0) \ care rezultă direct din definitianormei matricii; anume VA \ 
= sup \Ах |. Să observăm cá dacă pentru vectori se foloseşte norma euclidiană, atunci |А | este dată de |/A, unde A este cea mai 
mare valoare proprie a matricii A* A, (A* este matricea transpusă a lui A, cînd A este reală şi conjugata lui A cînd Ae 
complexă). într-adevăr, avem, conform definiţiei normei euclidiene \Ах\2 = = (Ax, Ах) = (A* Ах, х) < А (x, x) deci \ах\<уй\х\, 
deci iA i < ИА: Pe de altă parte, tinind seama de proprietăţile extremale ale valorilor proprii ale matricilor simetrice rezultă 
că există un vector x cu | x | = = 1 astfel ca (A* Ax, x) = A deci |A |= VĂ. Dacă x1 (t) si x2 (t) sînt două soluţii oarecare ale 
sistemului se verifică imediat cá OLx x1 (t) a2 x2 (t) este de asemenea soluţie a sistemului (<*! şi a2 vor fi presupuse 
numere reale; in general in toatá teoria vom lucra numai cu functii reale, cazurile contrarii fiind subliniate special). De aici 
rezultă cá mulţimea soluţiilor sistemului (3) formează un spaţiu liniar. Fie x (t; t0, w0) soluţia sistemului (3) care pentru t = t0 
trece prin punctul x0. Această soluţie defineşte pentru t şi Ю fixati o transformare a spatiului^6 in el însuşi care ataşează 
punctului х0 punctul x(t-,t0, x0) -r vom nota această transformare cu G (t; t0). PXIOPC ZI ТЕ. Transformarea С (t; t0) este 
liniară. Demonstraţie. Avem С (t; t0) (ai + a2 x2) = x (t; 10,04 xx + a2 x2). 


44 TEORIACALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Pe de altă parte, ax C (t; t0) xx + a2 C (t; 0) x2 = x (t; , + a2 а? ; 
, #2) deci fiind o combinaţie liniară de soluţii ale sistemului (3) este soluţie a sistemului. Avem însă x(tJt09oc1x1+ ос2#2) = 
аха?(6;, a^) + oc20?(J ; , x2) deoarece cele două soluţii coincid pentru t = t0. Propoziția este astfel demonstrată. Yom scrie 
deci x (t, x0) =С (t; t0) x0. Odată fixată o bază a spaţiului orice transformare liniară este dată printr-o matrice ale cărei 
coloane sînt imaginile prin transformarea dată ale vectorilor bazei. Yectorii bazei au coordonatele | ^j ' |^j |1j* ^^ ^Уа 
coresPUI1“e unei matrici ale cărei coloane sînt solutiilesistemului (3) care la momentul t0 coincid cu coloanele matricii 
unitate. Notind matricea unitate cu E şi nefăcînd distincție între transformarea C (t; t0) şi matricea corespunzătoare, vom scrie 
C (t0; t0) = E. Yom spune că O (t; t0) este o matrice fundamentală de soluţii a sistemului (3); deoarece coloanele matricii C(t- 
jt0) sînt soluţii ale sistemului (3) putem scrie dt Relaţia x (t; t0, x0) = C (t-, t0) x0 arată că orice soluţie a sistemului (3) se 
exprimă ca o combinatieliniará a solutiilorunui sistem fundamental. Să punem acum în evidenţă cîteva proprietăți 
fundamentale ale matricii C (t; t0). PROPOZIȚIE. Are loc relaţia C(t-,s)C(s-,u) = C(t-,u). Demonstraţie. Este suficient să 
arătăm cá pentru orice vector x^ are loc egalitatea G (t; s) C (s ; u) x0 = C (t; u) x0. Avem C (s ; u) х0 =x (s ; u, x0), С (t; s) C 
(s ; u) x0 =x (t; s, C (s ; u) #0) = = x (t; s, x (s ль x0)) = x(t,u, x0) = C (t] u) x0 şi relația e dovedită. Egalitatea x (t; s, x (s ; u, 


x0)) = x(ttu9 x0) rezultă din faptul cá pentru t = s cele două soluţii coincid. 


TEORIA STABILITĂȚII 45, Din această propoziţie rezultă imediat punînd x = t0,u = t: C(t-,t0)C(t0-,t)=E. Aceasta înseamnă 
că matricea C (t; t0) este inversabilă şi inversa ei este C (t0; t). în unele probleme este util să considerăm sistemul adjunct 
sistemului (3). Anume, vom numi sistem adjunct al sistemului (3) sistemul dt unde y este un vector linie. PROPOZIȚIE. Dacă x 
este o soluţie a sistemului dat iar y o soluţie a sistemului adjunct, atunci produsul yx este constant. Demonstraţie. Avem ^y x = 
+ = —yA(Dx + yA(t)x = 0, dJ dJ dt deci yx este constant. Propoziția e demonstrată. Evident, întreaga teorie dezvoltată pentru 
sistemul (3) se transpune corespunzător pentru sistemul adjunct (care poate fi scris de altfel şi dv sub forma —=- = — А* (t) 
y9 y fiind acum tot un vector coloană). Fie dt C(t ] t0) o matrice fundamentală de soluţii a sistemului adjunct; subliniem cá de 
această dată limile matricii C (t-,t0) sînt solutiiale sistemului adjunct. Tinind seama de propoziţia de mai sus rezultă cá 
matricea C (t; t0) C (t; t0) este constantă, deoarece elementele ei sînt produse ale liniilor matricii C (t; t0) cu coloanele 
matricii C (t; t0) deci produse dintre soluţiile sistemului adjunct şi ale sistemului (3). ' Dar C(t0-,t0)C(t0'tO)-EE-E. Eezultá 
^(tit)O(titQ)—E9 deci C(f£t0) = [C(t-,t0)]-1— C(t0]t). Am stabilit astfel următoarea PROPOZIȚIE. Avem C (t; t0) = C (t0; t) 
deci liniile matricii C (t0; t) formează un sistem fundamental de soluţii ale sistemului adjunct. Yom încheia aceste consideraţii 
generale asupra sistemelor liniare stabilind aşa numita „formulă a variaţiei constantelor" care se va dovedi utilă în multe 
împrejurări. 


46 TEORIACALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Să considerăm sistemul neomogen ^ = A(t)x + f(t). dt Fie C (t; 
t0) ca mai sus matricea fundamentală de soluţii a sistemului omogen corespunzător. Facem schimbarea de variabile x (t) =? = 
С (6 t0) y (t). Obtinem ^= y (t) + Cítto) L=A(t)x+fit)=dtdtdt= A (t) C(t-,t0)y (t) + f(t) . Dar 90(*;<0) = A(t) 
C(t.to).atrezultă С (t',tO0=f(t) dt deci -SL- [C(t,tO)rlf(t) = C(tO]tf(t). dt De aici y(t) = y(t0) + ^ C(t0-,s)f(s)ds. 110 
Din relaţia care leagă pe x (t) de y (t) rezultă x (t0) = y (t0) deoarece C(t0; t0) = E . în definitiv se capătă x(t-,t0,x0) = C(t-, t0) 
x0 + C(t; t0) C C (t0 ; s)f (s) &s X sau x(t,t0,x0) = C(t; t0) x0 + C C (t; t0) C (0 ; s)f(s) &s X ceea ce dá x(t-,t0,x0) = C(t- 
„t0)x0 C(t-,s)f(s)ds. $4. STABILITATEA LA SISTEMELE LINIARE După această parte introductivă relativă la sistemele 
liniare putem trece la studiul problemelor de stabilitate pentru asemenea sisteme. Am văzut mai sus, ca o consecință a unei 
propoziţii mai generale, că în cazul 


TEORIA STABILITĂȚII 47, sistemelor liniare pentru care matricea A(t) este mărginită, stabilitatea asimptotică uniformă este 
întotdeauna exponențială, adică există constantele B şi a astfel încît să avem Vom da o nouă demonstraţie acestei propoziţii. 
Conform definiţiei stabilităţii asimptotice uniforme, există SO > O si T (e) astfel încît dacă 0 |< 50 şi t ^ t0 + T (e) să rezulte 
I & (Е В» &o) I < £Dar I x(t,t0,x0) | = | C(t-,t0)x0 |, deci din x0 | < SO şi t>t0 + T (e) rezultă I C(t-,t0)x0* < e. în cele ce 
urmează fixăm pe 0 < e < 1. Fie u0 un vector cu \00 | 1, arbitrar. Atunci I u0 I < so> deci c J *o)so uo I < £ pentru t > t0 + T 
(e). Dar |C (Мо) So^o I = 8010(*;*0)«ol, deci \C(t-,t0)u0\ < £ Cum este arbitrar cu \00 \ < 1, rezultă XC (t; JO) | < — pentru 
SO t >+ T (e), sau [С (t£ t0) I < £ pentru t > t0 + 1\ (е), unde am notat T^z) = Т (S0e). Din relaţia rezultă IC (t; t0) |< | C (t; + 
Tx) || C (t0 + Tx ;t0)| < e2 pentru t>t0 + 2T1. Prin inducţie se verifică imediat cá \С (t; t0) | < ew pentru t > tQ + + m2 V Fie 
acum t >- arbitrar. Există т >-1 astfel ca «o + (m- 1) Ti < t < tQ + m Tx. 11 — << 'o) Atunci т > «— «0*m > — (< — «0)5 
e™ <s" 1 ,căcie <l. 


4 8 TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Ре de altă parte există 8 (e) astfel ca x (t; t0J x0) | < s dacă 
\х01 <; < 8 (5) si t> t0. De aici rezultă ca mai sus | C(t; 8 (е) u0 | < s pentru t > t0, deci \С(Е10)\< —^ pentru t>t0. b (e) Din 


t^t0 + (m— 1 ) Trezultă | C («;«,,)I < — — - 1 . într-adevăr, dacă 8 (e) m > 2, această inegalitate rezultă din faptul cá 8 (е) < 
s iar pentru т = 1 din faptul cá | C (t; t0) | < —-—pentru toti t > t0. 8 (е) în definitiv, pentru orice t > t0 am obținut o (e) deci 
— (t - <o) 8 (e) Sá notăm —-— = B, a = — Ine. Atunci $ > 0, а> 0, e = 8(e) Ti = e"aT», şi evaluarea obţinută devine Am 


demonstrat astfel din nou că stabilitatea asimptotică uniformă la sistemele liniare este întotdeauna exponentialá. Observăm cá 
în această demonstraţie nu am mai folosit ipoteza că matricea A (t) este mărginită. Cu ajutorul acestei proprietăţi fundamentale 
a sistemelor liniare se demonstrează că dacă soluţia banală а unui sistem liniar este uniform asimptotic stabilă, atunci există o 
funcţie Liapunov formă pătratică. TEOREMA 1.6". Dacă soluţia banală a sistemului (3) este uniform asimptotic stabilă, atunci 
oricare ar fi forma pătratică (W (t) x, x), cu Xm (x, x) < X (t) (x, a?)« (1F (J) x;x)*CA (0 (x, 0?) < A^ (07, 0?) «nete Хт> 0, 
există o formă pătratică (Е (t)x, [x (а?, о?) < (F(J) x, o?) < ilf (a?, о?), {j1 > 0 Şi A (Œ (t)x(t),x(t)) = -(1F()*(3),*(«)) oricare 
ar fi solutia x (t) a sistemului (3). 


TEORIA STABILITĂȚII 49, Demonstraţie. Definim (Е (t) х,х) =г°(ТТ (s) C(s-,t)x,C (s-, t)x)ds, A adică matricea V (t) este 
dată de relaţia V(t) 2rC*(s;t) W(s)C(s;t)ds. J* Convergenta integralei este asigurată de faptul cá IC(t;:t0)] «Be-«(t- Vs1 cá W^ 
<A. Tot de aici rezultă 17(1) | < \ BO-*'-»A .»O-««*-»d* = AB 2 ds }t X 2 a Pentru orice soluţie x (t; t0, x0) a sistemului (3) 
avem P oo (V(t)x(t',t0,x0),x(t-,£0,x0))- (W(s)C(s,t)x(t-,t0,x0),C (s,t)x(t't(nx0))ds- .t /soo =  (W(s)x(s-,t0,x0),x(s,t0,x0))ds 
deci dt în felul acesta rămîne să demonstrăm numai faptul cá (Е (t) X, X)^»[L (X,x) CU (JL 0. Avem (Е (t) x, o?) > r Xm (С (s 
; 07, c (s ;0?) ds =\ т |0? (s ;o?) ds. .e Je Dar x (s; t, x) = o? + ^JL (w) о? (w; t, o?) dw. De aici, tinind seama de faptul cá 


W(u t, x) | В \х | pentru u > t, rezultă x(8-,t,x) — хЧЕВ\х\^ M(u)idu Presupunind că matricea А are proprietatea că \\А (и) | du 
< co (s — t), unde co(r) 0 cînd r 0, 


50 TEORIACALITATIVÀ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE rezultă că pentru t ^C s + «x. vomavea LX (S'jtj X) —х\< 
— x42 deci \х(8'6х)\> \х\ - x(s-;tx) \x\. 2 Dar (V(t)x,»x)»-km \х(5-,6х) |2 ds > a[a?|S Jt 4 deci putem lua Xm a Teorema este 
complet demonstrată. Observaţie. Dacă matricea A este constantă şi matricea W este aleasă independentă de t, atunci matricea 
V nu depinde de t. Pentru a demonstra acest lucru observăm cá pentru sistemele care nu depind explicit de t are loc relația ®(t 
+ t0;t0,x0) = x(t;0,x0) (am stabilit proprietatea corespunzătoare pentru sistemele periodice; dacă sistemul nu depinde de t, 
atunci orice t0 real poate fi considerat perioadă). Această relaţie se scrie în cazul sistemelor liniare sub forma C(t+t0;t0)x0 = 
C(t;0)x0, deciC(t + t0;t0) = C(t;0). Rezultă V (t) = C* (s; 0) WC (s ; t) ds = O* (s + t; WC (s + t-,t)ds = Jt jo = 0) WC (s;0)ds, 
Jo deci V nu depinde de t. $ 5. SISTEME LINIARE CU COEFICIENTI CONSTANTI Propozitia demonstrată în cadrul 
observaţiei de mai sus are în realitate un caracter pur algebric pus în evidenţă încă de Liapunov. Pentru a putea reproduce 
rationamentele lui Liapunov vom reaminti unele propozitii fundamentale relative la sistemele liniare cu coeficienti constanti si 
legat de aceasta, reducerea matricilor la forma normală Jordan de care vom avea nevoie şi mai tîrziu. Fiind dată o 
transformare liniară T într-un spaţiu liniar w-dimensional complex şi o bază e19 e2, ..., ena spaţiului, transformării 1 se 
ataşează 


TEORIA STABILITĂȚII 51' o matrice А care are drept coloane vectorii Tek scrisi în baza {еу e2, ..., e j . Dacă y = Tx, atunci 
y = AX, x şi y fiind scrierea vectorilor în baza într-adevăr, fie n n * = s x*e» y-Y*yiei' »=i »=i Avem t у«« = t^ Tek; i = 1 К 1 
scriind n ТСје — aik ei 1=1 rezultănnnnrn $ = SS-S 8 ** 1= 1 =11= 11=10= 1 decinVMi- «<* kKHIPROPOZI 
TIE.Dacafnfcaza...,transformárii T îi corespunde matricea A iar în baza f19 /2, ..., fn îi corespunde matricea B, atunci 
B==0"1 AC, tmrfe C este matricea corespunzătoare trecerii de la o bază la cealaltă. Demonstraţie. Elementele bij se capătă 
scriind imaginile vectorilor fj în baza/i, ... fn. Avem Tf= t bafi' 1=1 Fie n /» = S 5 К=| rezultă T/, = £ с * I V Dar n = S] alk 
ex, i=i аесі 1=1 1-1 


52 TEORIA CALITATIVA A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE Pe de altă parte, «i= £ i= | unde D este inversa matricii C. 
Rezultă =tt£f/«=£(£*.%**)/<efezlizli=1i— 12, А; în definitiv = £ du alk c^ deci B = DAC = С-ТАС. Un vector 
u este vector propriu al transformării T dacă u nu este nul, şi există un număr complex X astfel са Ти = Xu. Dacă ^, e2 ,..., este 
о bază a spaţiuluişi A matricea corespunzătoare transformării, condiţia n са w să fie vector propriu se scrie £ aik uk- si se 
vede cá pentru fc-1 ca să existe un vector u nenul care să verifice această condiţie este necesar şi suficient ca det (A — XE) = 
0. Valorile Xcare verifică această ecuaţie se numesc valorile proprii ale transformării (sau ale matricii). O consecinţă a 
propoziției precedente este următoarea : matricile А şi G^1AC au aceleaşi valori proprii. Fie Xx, X2 ,..., Xs valori proprii 
distincte ale transformării T, vectori proprii corespunzători. Vectorii u2J ..., us sînt liniar independenţi. într-adevăr, să 
presupunem că + c2u2 +... + c8u8 =0. Aplicăm transformarea T şi obținem CI Tux + c2 TU2 H b c3 Tu8 = 0 .Dar Tuk=kuk 
deci cl Xx% + c2X2u2* * e e + c8 sus = 0. Din E ^? se capătă csus = — схих — c2u2 — ... — c^ u8_19 Eezultá ++... 
-XS 1 Cg lus 1—sclul—'ksc2u2— ...— sau (Xx — X2 K% + (X2 — X8)c2u2 +... + (Xs x — Х,)^,1^.1 = 0. 


TEORIA STABILITĂȚII 53, Dacă u^u2,..., 05 1 sînt liniar independenţi, rezultă (X* — X,)oJfe = 0, (fc =1,..- 1). Dar prin 
ipoteză ХК — Xs 4- 0, deci ck = 0 pentru Tc = 1,..., 8 — I. Dar atunci ^ = 0, deci c8 = 0. Prin urmare independenţa liniară 
a sistemului de s vectori va rezulta prin inducţie (pentru s = 1 rezultă din faptul cá 9o =4= 0). Rezultă de aici cá dacă 
transformarea T admite n valori proprii distincte, atunci ea admite n vectori proprii liniar independenţi. Luînd aceşti vectori 
%, u2, . . . , un drept bază a spaţiului, relaţiile Tuk = uk arată că în această bază matricea transformării este diagonală şi are 


pe diagonală elementele ХК. Tinind seama de cele stabilite mai sus rezultă : dacă rădăcinile ecuaţiei det (A — E) = 0 sint 
distincte, există o matrice C astfel încît matricea O- 1 AC să aibă forma diagonală, elementele diagonale fiind rădăcinile 


ecuaţiei. dtic Aplicaţie. Considerăm sistemul — = Ax. Presupunem că ecuaţia dJ det (A — 7J2) = 0 pe care o numim ecuaţia 
caracteristică a sistemului are rădăcinile distincte. Conform celor de mai sus există o matrice C astfel încît O"1 AC să fie 
diagonală şi să aibă pe diagonală elementele x3, . . . , Xn. Facem în sistem schimbarea de variabile x = Cy, y = C'1 x. Cápátám 


dy-0.1d»-0.1Ax-c-!AC dtdt Rezultă că sistemul în y se scrie X i/ * O matrice fundamentală de soluţii a sistemului 
are forma fe xto Y = 0 6X J Rezultă că matricea fundamentală de soluţii a sistemului dat se scrie X = CY. Matricea C are 
drept coloane vectori proprii ai matricii A. Rámine deci de cercetat cazul cînd transformarea T nu admite n vectori proprii 
liniar independenţi. Să presupunem cá ev f19 ... sînt vectorii proprii liniar independenţi. Vom arăta cá se poate alege o bază a 
spaţiului formată din fe grupuri de vectori ei 1 ***> ep î fn j.. .jhs 


54 TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE în care transformarea Т să aibă forma Tdi = Cu- el "I" j • eej 
Tep = ev^ -f- Xi 6P, în această bază matricea corespunzătoare transformării va avea forma Хх 10..010 Xx1..000 O..Xx 
X210..00X21..0000..xal Aceasta formă se numeşte forma normală Jordan a matricii. Teorema corespunzătoare se 
formulează astfel: Pentru orice matrice A există o matrice C astfel încît matricea С-ТАС să aibă forma normală J ordan. în 


cazul particular cînd există n vectori proprii liniar indepedenti, forma normală Jordan se reduce la forma diagonală. Fără ca 
forma normală să fie diagonală se poate întîmpla ca unele celule jordaniene să fie de ordinul întîi. Forma diagonală 
corespunde cazului cînd toate celulele sînt de ordinul întîi. O celulă jordanianá se scrie Al = XE + I. Dacă celula e de ordinul 
раует: / «10...001..00х001...0<М0001..00•••>12 =•.......>000...0110000..00\000...00/ 
Vo000..00J/jp-I 000000000 Іооо О уооооо0/ Ју — Јр+1— = 0. 


TEORIA STABILITĂȚII 55, Un polinom P(t) se scrie сп ajutorul formulei lui Taylor sub forma : P(t) = Р(Хх) + (t- Xj P'Ux 
)t^-^V^X] *...P^X]J.2nl Eezultá P(AX) = PdJE + (A, - X^P'fXJ + (A-Xi^)2p»(Xi) *...-2!nwv deci Р(АТ) = 
P(X1)E + I P'(41)+ Р"(ХІ) I* +2 ! nl D» sau P(At) = PCXOH - P'( XI) I* P"(xi) în definitiv Р(АТ) = 1! I2 *2!j !2!P'( X 
1) (Р- 1)1- р !\0Р( Хх) 1! ра21 (12-1) ! VoooP(X /Demonstratiaexistenteibazeideformadoritáovomfaceprininduc- 
tieinraportcun.Dacá Tacţioneazăîntr-unspaţiuuni dimensional,matri- 
ceacorespunzătoareareunsingurelementşicorespundedeci formeinormale. Yom presupune teorema adevărată în spaţii w- 
dimensionale şi vom demonstra că e adevărată şi pentru spaţii cun + 1 dimensiuni. Un rol fundamental îl va juca în această 
demonstraţie prin inducţie următoarea : LEMĂ. Orice transformare liniară T într-un spaţiu complex n-dimensionai admite cel 
puţin un subspatiu (n — 1) -dimensional invariant. Demonstraţie. Reamintim cá un subspatiu R' al spaţiului liniar R se numeşte 
invariant în raport cu transformarea liniară T dacă pentru orice x g R' avem Tx g В\ Considerăm о bază e19 ..., en oarecare ; 
fie A — (ați) matricea ataşată transformării în această bază. Considerăm matricea A' obţinută din A prin transpunere; ће u un 
vector propriu al acestei matrici. Avem п deci relaţia Sj ajjt Ч] = u(. Considerăm relatia£ x{u{ = 0. Deoarece i =1 -u 4= 0, 
mulţimea soluţiilor acestei ecuaţii formează un subspatiu liniar 


56 TEORIACALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE (n — 1)-dimensional (spaţiul generat de n— soluţii liniar 
independente). Acesta este spaţiul R' invariant în raport cu transformarea T. n n Fie, într-adevăr, x g R' deci £ xi u%= 0 şi = £ 
aH;i-li-1avemnnnnnnnE-EH-ExiEaau--E*«Xtt* = x E іш =° 3=13=li=li=13=li=li=ldeciyţR' 
. Demonstrația prin inducție decurge în modul următor. Fie T o transformare in spatiulR cu n+1-dimensiuni. Conform lemei 
există un subspatiu R' cu n dimensiuni, invariant în raport cu T. Putem deci considera transformarea T ca lucrînd în subspatiul 
R'; pe baza ipotezei de inducție in R' există о bază e19 e2, ..., e9, , Ё,...,/<,,..., , N2, . . . , 8 astfel ca Тех = X-j^, Те? = el Xj^ 
e e e ? ^p = ^p-i ~t~ ^i^py Tfi = X2/u ТР =fx-\- X2/2, e e e > =/f1 19 X2/fl J T/^ = Tfe2 = + Ikh2J...,Th8 =h 8+ X* 
Avem de arătat că putem găsi o bază în R în care transformarea T să acționeze în modul dorit. Pentru aceasta, începem prin a 
completa baza din R' cu un vector e, liniar independent de ceilalți, astfel încît să obţinem o bază în R. Avem Te=*lel+...+ 


аРеу + р ^+ Р2/2 + +. * + Р«/« + • **-+ Мт+*». + + 8818 + Te. Căutăm acum să inlocuim pe e cu un alt vector e' astfel ca 
Te' să aibă forma cea mai simplă posibilă. Căutăm pe e' de forma : e' = e — Xi^i — . . . - XpCp—V-ifi —... — [t-Jg 

co^— ...— coafeg Te' = Te — Xi Tel —...— Хр TeP — Tfx —...— iq Ті — ...— -с-...- со, =+... + «p«p + 
P1/1+...+Pfl/g+... +++... ++t^— Xi —...— Xp^p-i — Xv — X2/i ...——hz/fl-I — \Lq fq» • **- <] ~eo 
«———^par^-e't Xin +e. • + Хуер + ]^1 +... rr. FE, ke 

TEORIA STABILITĂȚII 57, deci Te' = іе + T/Ael +...+ТХрёр - T^/ X*...* TJ^/,*...* TCOX hx... 
TCOSh8 + 04 el +... + Ар+РІ/І+...+++... +5, - (Хх Xi + X2)- *** - Xp X ^- (X2 [Xj + [X2)/X - ... — х2 [LQfq — 
... — (Х^.СО1+ со2) — ... — \ со, = Te' + [at + Xi(f — ... + [ар + Хр (Т- [PI + “КТ — —jiJ/1- + [&! + co^T - XJ - co,]^ 


+... [8. + «0s(T- X,)] h8. Dacă T e diferit de X, se pot determina pe rînd coeficienții Xj y-j ** * ..., co astfel încît să rămînă 
Te' = t^ şi se vede cá adáugind pe e' la baza din B' obţinem o bază normală in B. Dacă T e diferit de unele din valorile Xj 
putem alege coeficienţii corespunzători acestor valori. Pentru simplificare să presupunem cá T = Xx, T = X2, x «£7 X,-, 3 72. 


RámineIV- T" + К - X2) +...+*,Є, +(р!- (Х2 )А +... + Alegem X2 = ai» ***> 1*2 = Pi >... si rămîne Te'=re'+ ? 
Jq. Presupunem р > q. Alegem acum baza canonică in B în modul următor : punem еу- = e'y ev = Тер+1 — tó6p-H, = — iep, 
.... e[ = ~ Luám prima grupă formată din vectorii e[,..., epi iar celelalte grupe rămîn ... fq, ..., ... fe,. Pentru a arăta cá avem 


de-a face cu o bază canonică rămîne de verificat că е\...ер-+1 se comportă ca o parte a unei baze canonice. Avem Te2 = е[ + 
> e e Теу= ер-1 + t^, ТЁр- = ep + tepi deci ne mai rămîne de verificat numai faptul cá Te[ = 1е8. ep = Te' - Te' = ep + p«/«, e 
*-i—-apT^-pfl T/f1— юср ^ — Tpfl = = ap К-1 + ^p) + Ра(/«-1+ T/«z) ~ Ta* ep ~ = + P'd/t-IContinuind, -q = ap ,..., el 

= a^ deci Tei = ap T^ —^ = el. Teorema este astfel demonstrată. 


5 8 TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE с\х Aplicaţie. Considerăm din nou sistemul — — Ах, 
presupunind de dt data aceasta matricea A oarecare. Dacá C este matricea care aduce pe A la forma normalá Jordan, 
transformarea de variabile x = Cy aduce sistemul la forma — = By. unde B are forma normală Jordan. Eezultá dt ~f = + y» = + 
y*, = d$ dt d£ — HVp+1 + Vp+2> Jjt — 2 Vp+2 + ** Jjt —À2 API dzar ai d yv ++... +1 -у..... ~ — A* "ptq+ ... +1 "т 


yp*q* ...+2 > ***> 77 — at at Sub această formă sistemul se rezolvă imediat şi se capătă structura soluţiilor. Este însă mai 
simplu să folosim alt procedeu. Din teorema generală de existenţă a lui Cauchy rezultă că soluţia x(t; t0, x0) va fi o funcție 
analitică de t, deci putem scrie x(t; t0, х0) = + x(t0) (t-t0) (t0) (t - 10)2 +... +2 + — ^ (t0) (t- t0y +... n ! Din sistem rezultă 
imediat ax— А—а^х  *— /iX» —JL*—JM..... — Л. d< db d< 413 dt2 dt* dl»"1 deci x(t0) = Ax0,$(t0) = 


Ax(t0) = A2xw 36(t0) = (J0) = ^3ar0,..., »>"*» (t0) = A* а>0. Eezultá a?(* 1 «o, «*>) = + ~ «o) + ^^'«o («-«0)2 + * ee 1 12! 
*ti^»»0(«-«0) —..w.TEn!1 1....1 * — A(t-t0) + — A*(t-t0)* ... + —A* (t-tO)" - 1!2!n! Aici convergenta 
seriei trebuie inteleasá ca fiind convergenta celor n2 serii formate cu elementele matricilore 


TEORIA STABILITĂȚII 59, Мот, prin analogie, E +11(1-+...+—А» (t- Ю)«+...=11!21 w ! Cu această notație 
soluţia sistemului se scrie x(t-,t0, х0) = eA-t-t?^) x0. Sá observăm că seriile de puteri corespunzătoare seriei matriciale pot fi 
derivate termen cu termen şi avem dt cam eA (t?—to) —E, rezultă cá eA (t-^] reprezintă un sistem fundamental de soluţii. Dacă 
A =[АІ atunci An = (*A* ® I, deci U A2J IO AVJ " G RIAt. (eA>1 0 Rezultă cá fej,t em = ' JJ e * «Ju •••у Jk fiind celulele 
jordaniene din care e formată matricea B. Rámine deci de precizat structura unei matrici eJt, unde J e o «elulá jordaniană. 
Avem Dar /j"=eJt=E+*J+ţ ун... Л +11! 21 n! J 2 ХЕ +1, > fcX^ l(k-1)X*-« h(1-1)..(k-p*2) xk p*1112!'" (p -1)! 
fcX*-1 jc(1c-:)..(k-p*3) \ 0 x* 1 ! (p-2) ! p- 2 


60 TEORIACALITATIVÁ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE eJt = E+ ^ k=l I tk \k~Hk Ik-2tk W-v--1tk ' Tc (7c —1)1 2 Те 

2) ! (p—l) ! (Ic—p-1) Iktk Xk-1tk yJe-p+2 fJe A o 0 kl (k-1)! (p-2) l(k-p-2)] Ktk00 kl 1 - X^hkl S [01 112! (p-1) 11! 
(p-2) / Аі fc! feti (&-1)) 21! it4(ft-2) 1" "1/7000... їпасеѕі fel structura soluţiilor sistemelor liniare cu coeficienţi 
constanti este complet determinată. Comportarea solutiilordepinde de structura formei normale a matricii A. Numerele 
valorile proprii ale matricii A, joacă rolul esenţial. Anume, dacă x* < 0, atunci toate soluţiile tind către zero cînd t 00; acesta 
este cazul oscilaţiilor amortizate. Dacă Xfcsint reale avem aşa-numitul caz de comportare aperiodică; dacă \К au părţi 
imaginare nenule apar termeni oscilatori. Dacă cel puţin pentru 


TEORIA STABILITĂȚII 61, un Tc avem Ik > 0, apar oscilatiia căror amplitudine creşte cînd t oo. Dacă toţi au părţi reale nule 
sau negative avem oscilaţii stabile (mărginite) cu condiţia că dacă SU Xk = 0 celula jordaniană respectivă să fie de 
dimensiune 1; dacă există o rădăcină cu parte reală nulă pentru care celula jordanianá are dimensiune mai mare decît 1 apar 
termeni în t care fac ca soluţia să fie nemărginită; aceşti termeni sînt numiţi uneori termeni seculari. Dacă toate rădăcinile au 
pártireale nule şi forma normală e diagonală soluţiile sînt mărginite pe toată axa. în acest caz soluţiile sînt în general funcții 
aproape-periodice. $ 6. FUNCŢIA LIAPUNOV LA SISTEME LINIARE CU COEFICIENTI CONSTANTI Să considerăm o 
formă liniară (a, x) şi să vedem ce condiţii trebuie să verifice vectorul oc pentru ca —(a, x) = X (a, x), x fiind soluţie a 
sistemului (3) cu matrice A constantă. Avem — (a? x ) = (а, — = (а, Ax) = (A * a, х) = (X a, x). d£ V dt) Dacă A*a. = Xa 
deci dacă a este vector propriu al matricii conjugate a matricii JL şi Xeste valoare proprie a matricii A, atunci relaţia este 
sigur verificată. Să vedem acum în ce condiţie există o formă pátraticá V de forma dF V = (а, x) ((3, х) c u— = ХЕ. Avem, x 
fiind soluţie a sistemului, dt = h df)'x)* ( *»x)[ =(a'Ax) +(a'x) Ax)» = X(a, х) (P, x). Această egalitate este verificată dacă X = 
Xx + X2, unde Xx şi X2 sînt valori proprii ale lui A iar a şi p sînt vectori proprii pentru A*. Să vedem acum cum se exprimă 
condiţia generală ca să existe о formă pátradV ticá V = (Bx, x) astfel ca — = ХЕ dt Avem = ®J + ^Вх,^=(ВАх, x) + (Bx, Ax) 
= (BAx, x) + + (A*Bx, x) = ((BA +А*В)х,х). 


62 TEORIACALITATIVÀ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Condiţia dV devine şi deci sau = ХЕ dt ((BA+A*B)x, х) = 
CkBx, x) BA+A*B = 1B, ВА+А*В-1В = 0. Această ecuatiepoate fi considerată ca un sistem liniar în elementele matricii B; 
sistemul admite soluţie nebanală dacă şi numai dacă determinantul D(X) este egal cu zero. Am văzut însă că dacă X e de forma 
ХІ + X2, unde X! şi X2 sint valori proprii ale matricii A există forme V cu proprietatea dorită. Dar gradul ecuaţiei D (X) = 0 
este egal cu numărul valorilor de forma Хх + X2 şi esten(n_L_ egal cu — — *Eezultá de aici că valorile de forma Xx + X2 
reprezintă 2 toate rădăcinile ecuatie1D(X) = 0, dacă sint distincte. Dacă aceste numere nu sint distincte rationám în felul 
următor. Fie X* o rădăcină a ecuaţiei -D(X) = 0 care nu este de forma Xx + X2, a cea mai mică distanţă de la X* la numerele 
de forma Xx + Xa; printr-o modificare suficient de mică a matricii A putem face ca numerele Xx + X2 să fie distincte şi să 
difere de numerele Хх+Х2 cu mai putindecit — iar X* să difere de X*cu mai putinde ** 4' 4 Eezultá cá X* coincide cu unul 
din numerele ХІ + X2; avema = [X* - (Xi + X2) <Х* - x*|--| T -(Xx- +, ,^x.oc.ococ-- X2) 1<—+—=—442 
ceea ce este contradictoriu. Prin urmare în toate cazurile rădăcinile ecuației B (X) = 0 sînt toate de forma + X2; rezultă cá 

(0) 4= 0. Dar de aici va rezulta cá pentru orice formă pătratică (Cx, x) există o formă pătratică (Bx, x) astfel ca — (Bx, x) = 
(Cx, x). într-adevăr, — (Bx, x) = ((BA + A*B) x, x) dJ dJ şi obţinem condiţia ВА + А*В = C. Considerat ca un sistem liniar in 
elementele matricii B, acest sistem are soluţii oricare ar fi C dacă şi numai dacă determinantul sistemului este diferit de zero; 
dar acest determinant este chiar D (0) care în condiţiile noastre este diferit de zero. Se vede acum că forma B rezultă în acest 
caz unic determinată. 


TEORIA STABILITĂȚII 63, Din forma generală a soluţiei sistemelor liniare cu coeficienţi constanti se vede că soluţia banală 


qu. s 1 


matricii A au părți reale negativa în acest caz condiţia formulată, mai sus ca D (0) —f- 0 este evident îndeplinită, deci forma 
(Bx, x) existá,, oricare ar fi (Gx, x). Sá arátám cá dacá (Cx, x) este o formá pátraticá. negativ definitá, atunci forma pátraticá 


(Bx, x) este pozitiv definită. într-adevăr, fie х0 4= 0 astfel са (Bx0, x0) < 0. Din ^ — (Bx (6 0, x0), x(t; 0, x0)) = (Сх (Е 0, х0), 
x ( f, 0, x0)) < 0 di rezultă că pentru t0 > 0 avem (Bx (t0; 0, Ха), x (t0 ] 0, x0)) < 0. Pe baza teoremei de nestabilitate soluţia 
banală a sistemului (3> ar rezulta instabilă, ceea ce contrazice ipoteza. Prin urmare, am stabilit, cu mijloace nealgebrice, 
următorul fapt algebric : Dacă valorile proprii ale matricii A au părți reale negative, oricare ar fi matricea C negativ definită, 
există o matrice B pozitiv definită unică astfel ca BA + A*B = C. Prezintă interes demonstrația pur algebrică a acestei 
propoziţii. Asemenea demonstraţie a fost dată în 1956 de W. Hahn folosind forma, canonică a matricilor. $ 7. TEORIA 
STABILITĂȚII DUPĂ PRIMA APROXIMAȚIE Una din problemele centrale ale teoriei stabilităţii este următoarea. 
Presupunem cá avem de studiat stabilitatea soluţiei х0(0 a sistemului (1). Conform procedeului descris încă de la început 
trecem la sistemul de ecuaţii al mişcării perturbate. Punem y = x — xO(t) şi obținem * ) -/( « ,) = f(t, y + xo(t))-f(t, x0V)) = 


0.0.6 


0 (V D; practic, asa se şi procedează în majoritatea cazurilor. Justificarea 


64 TEORIACALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE acestui procedeu este dată de teoria stabilității după prima 
aproximaţie. Teorema fundamentală a acestei teorii arată că dacă soluţia banală a sistemului liniar de primă aproximaţie este 
uniform asimptotic stabilă, neglijarea termenilor de grad superior în studiul stabilităţii este admisă. TEOREMA 1.7. 
Considerăm sistemul: ^L = A(t)y + Y(t, y), (4) dt unde A (t) este mărginită (sau mai general ^| А (u) | du = со (t — $)) $1. 8 BT 
(> y) I «c IV I pentru \ y^ < fe, cfiind o constantă suficient de mică. Dacă soluţia banală a sistemuluiliniar deprimá 
aproximaţie este uniform asimptotic stabilă, atunci soluţia banală a sistemului (4) este uniform asimptotic stabilă. 
Demonstraţie. Fie y (t; y0) o soluţie a sistemului (4). Fie (V (t) x, x) forma pătratică construită pentru sistemul (3) pe baza 
teoremei 1. 6", cu W (t) = E. Vom demonstra că această funcţie îndeplineşte în raport cu sistemul (4) toate condiţiile din 
teorema 1!5. Pentru aceasta avem de dovedit numai că lirn «lip(y(t) y(t-h; 'o, Uo), y(t+h; t0, y0))— (V (О y (t; fO, y0), y(t; t0. 
y0)) ^ Fie F* (t) = (V(t)y(6t0, y0), y(t;t0, y0)). Funcţia F* (t) este chiar derivabilă şi avem = 2 {7 (t) y (t; 5, + (^ y ( £, t0, y0), 
y(t««,9)] == 2 (7 (0 У <, 50), А (0 y(t; t0, y0)) + 2 (7 (9 yt; y0), Y(t, y (t; t0, у0))) + + t0, y0), y(t; «0, y0)) Considerăm 
soluţia х (u-,t,y (t; t0, y0)) a sistemului (3) si fie 7** (u) = (V (u) x(u-,t,y(t; «0, y0)), x(u-,t, y (t; «0, Conform celor stabilite in 
teorema 1.6" avem d 7 " (u) du Pe de altă parte = —Ww(w,t, y (t; t0, y0)) , 1) = 2 (Е (u) x (u ; («:«0,y0)), J. (ti) x(ust, y(t-, tO, 
y0))) + du dF + ® (w; y (ti t0, & («*; h y(t; t0, 2/0)))du 


TEORIA STABILITĂȚII 65, Rezultă 2 (Е (u) x (uj t) y (t; t0, y0)), А (и) xfu-,t, y (t; t0, y0))) + +; *9ytii2/0)) »t0,y0)) 
J-7—IG;y(*; *o» yo)) D. Această egalitate devine pentru и = t dF 12 (V (t) y (t; JO, y0), A (t) y (t; t0, y0)) + (— y (t; t0, 
y0), y (t; tw y0) j = = - I y(t->to> Vo) 12' Folosind acest rezultat, deducem dF* -—— - \ у (tit0,y0)V* + 2 (V (ду (6t09 y0), Y («, 
y (t; t0, y0))). dt Avem Wy(*i*wyo)» (E«o,yo)) К ^l y (tîhiyo) 11 r &yto^yo))!.Presupunemc < — $1[y0I« j/jj^ 
Atunci, pentru valori destul de apropiate de va rezulta |у (t; y0) | < h; pentru valorile t pentru care |у (t; y0) | < fe, I V (t) y (t; t0, 
y0), Y («, у («; «0, y0) | < Ле (<; 10, y0) 12 < 4" М* ^»o) 12> 4 deci dF* 1 < - — ly 2/0) 12' d£ 2 De aici rezultă însă cá 7* (t) 
descreste, deci V* (t) < F* (t0) = (Е (*0) 2/0, y0) < Jf уд < p ^ ti din V (02 [x (2 1 20, yO)D rezultă \у(_,0, y0) 2 < fe2. Fie T 
astfel ca 12/ (Т; toi yo) I= В I ytti yo) I < h pentru J 0 < J < T ; din calculele de mai sus rezultă \y(Tit0, y0) |2< 2, deci 
existenţa lui T este contradictorie. Rezultă cá pentru orice t^ t0 


66 TEORIACALITATIVÁ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE dF* 1 avem [y (t; t0, y0) | < h deci < | y (t; t0, 1/0) [2 . Teorema 
este d] 2 demonstrată. Teorema 1.7 poate fi demonstrată şi prin altă metodă, mai simplă, care nu foloseşte metoda fnnctieilui 
Liapunov, ci se bazează pe unele considerente specifice din teoria sistemelor liniare. Fie y (t; y0) o soluţie a sistemului (4). 
Avemd y(tiyyo)=A(09y(6;t0,y0) + Y(t,; <, 0) ). Considerînd pe Y (t, y (t; t0, y0)) ca o funcţie dată de t, aplicăm 
„formula variaţiei constantelor" stabilită în $ 3. Eezultá y (t; to, yo) = o («; 2/0  [ 0 (t; s) Y (s.y(s>t0, y0)) ds, Deoarece prin 
ipoteză soluţia banală a sistemului (3) este uniform asimptotic stabilă, ea rezultă exponential stabilă, deci | C(t; t0) |< Be-« «*- 
<*>. Eezultá I y(t; 2/0) I< | y0 | + C Be-««-»| Y («, y( s; y0)) I X Pentru toate valorile t cu proprietatea cá «0 < s < < implică I y 
(*; 2/0) I < rezultă «o, y0) [< ft-k) 12/0 I + c e"ly(*;«o, 2/0) I Fie *(*) = e*\y(t',t0,y0)\. Avem < Bu (t0) + Bc fu(s) ds. \ Pe 
baza lemei 0.6 (consecinţa 2) rezultă u(t) < Bu (t0) eBc[t-^ deci e*l y(t';t0, у0)\<Ве^еВс^у0\. De aici rezultă \y(t',to, у0)\ 
«Be-t-*«*-» \у0\ Dacă с < — rezultă în orice caz В \y(t-,t<>, y0)I < В\у0\ 


TEORIA STABILITĂȚII 67 deci dacă | y0 | < — (vom presupune B > 1) relaţia В 2/0) I < * va rezulta adevărată pentru orice t 
> t0. Dar atunci, pentru orice t > t0, rezultă I y(t ]t0Jy0)v> В е - ^^^ |у0 | cu % =a — Bc > 0 şi deci soluţia banală a 
sistemului (4) este exponential stabilă. Să observăm că în această demonstraţie nu se mai foloseşte faptul cá ^ | A (u) | du < co 
(t— $); . 8 în demonstraţia precedentă acest fapt intervenea pentru stabilirea proprietăților funcţiei (V (t) x, x) din teorema 
1.6". Vom pune acum în evidenţă unele generalizări ale teoremei 1.7. Am văzut în treacăt în $ 2 că dacă [f(t, x) | < L (r) \х | 
pentru x \ < г şi dacă soluţia banală a sistemului (1) este uniform asimptotic stabilă şi în plus I % (t; Ш Bo) I < <1* (* — h) I 
xo I > stabilitatea este exponențială. Demonstrația s-a făcut cu ajutorul construirii unei funcţii Liapunov de forma rt+T V (t, x) 
= \\х( 3, x) 2d«z. A Prin urmare, dacă / îndeplineşte condiţia de mai sus şi soluţia banală este exponential stabilă, există o 
funcţie V cu proprietățile I* NI2« V(t, х)<М | x x (ti «o, ®0))< - V Wti*o, хо) I2dt 2 Vom presupune în plus cá I M xi) ~ f (h 


^2) IX L (г) Ixi — x2 [pentru | xx | X г, 2 | < r şi vom arăta că în acest caz există o constantă К astfel încît WV(t, xx) — F(J,a?2)| 
< K (x1 |x21) xx—32 [pentru | xx | <S0,a?2| <S0. Avem x(u; t, xt) = x1 + \ f(s, x(s ; t, xx)) ds; dacă vo < 8 (г) rezultă I x(s ; 
t, xx) | < г deci | f(s, x(s ; t, xx)) I< L (r) | x(S ; t, xx) |. 


6 8 TEORIACALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Eezultá, pentru x! < 8 (r), | x(u-, t, x1) I< I xx I ^ (г) Ex(s ; 
t9 xx) | ds. Conform lemei 0.6 (consecinţa 2) rezultă deci | x(u ; tj xj \ < | xx JeTi(r) pentru t < u < t + T, | < 8 (т). Mai departe I 
oc(u; J, a?i) — x(u ; t, x2) |< [ Ц) | xs ; 9 Xj) — x(s; I, х2) | ds + а?1 — х2 | А dacă I I < &(r), I | < S(r), deci ; t, — ; t, x2) | < 
| x+ — x2 | eTLír) pentru t < и < t + T. Folosind aceste evaluări, deducem pentru | xx | < 8(1), | x2 | < 8(r) (ЕТ ri*T | V(t, xx) - 
V(t, х%) I2 IV^)p dti - \ | x(u; t, t2)2dn| = Jt i ( (| x(u xj I + | x(ujt, x2) D ( ; t, xJI-1 x(u-,t, x2) |) du | < rttT < \( ; t, XJ I + 
Ix(u ; t, #2) |) \x(u ; а?а) — x(u ; J, a?2) | du < ЕТ < \ (етт) +1 JeTZ(f)) I— еті? dw = = Te^\x1\ + \х2\) *2 |. Punind К 
— Te2TL{r) rezultă |F (t, - V (t, x2) | K (|+ «t |) - xt\. Putem demonstra acumt E OREMAI.7'. Dacă f(t, —/(*,y 2 ) |< 
Z(r)|^-y2|pentrul2/11 «^12/21 «rIO (*9 y I« Li (т) ТУуГУ <r si dacă Lx (г) este suficient de mică, atunci din 
stabilitatea exponențială a soluției banale a sistemului (1) rezultă stabilitatea asimptotică exponențială a soluției banale a 
sistemului = f(t, y) + M, y)- (5) dt 


TEORIA STABILITĂȚII 69, T Demonstraţie. Fie y (v ; t, y) o soluție а sistemului (5) cu | y |< — 2 Avem гу гу y(Vjt,y) = y + \ 
f [uy(w,ty)]du* \ g[u, y(u ; t, y)] du, deci rv rv I y(®; t, у) |< [у |+ \ L) \ y(u; t, y) | du + V Lx(r) \ y(u; t, y)\ du .< .t pentru 
toate valorile t < v astfel încît dacă t < w < v să avem Гу iu > h y) I < re Rezultă I y (V 5 t, y) I< I y I ehiL{r)+L«r)) pentru t < v 
<t+h. r De aici rezultă că dacă | y | < — şi Ji e suficient de mic, \у (u; t, y) | < r 2 pentru toti t < u < v şi inegalitatea e 
adevărată pentru orice v cut « v ^t + Ji. Fie x (v; t, y) o soluție a sistemului (1). Avem vi?* t»y) — ® у)= \ U(u» y(u*> y)) - / 
x sO)] ++ (j g (u, y(u; J, deci Ту (v; 2/) - & («; y) I< J (**) Ту (w,t,y)\du + + T L(r)\y(u;t,y) ~x(w,t, у)\ du < (r) e* <'>+* <» \y\ 
+.t+\L(r) ly t, y) — x (u; t, dw. . t Rezultă Ту; y) — ® ; y) I< (r) eJliL>{r)+L{r)) ehL{r) \ y | pentru t < v < t + Ji. Tinind 
seama de aceste evaluări deducem | V (t + Ji, y (t + Ji; t, y)) - V (t + h,x (t + Ji; t, y)) |< < K (Ommro» \ у\+ ehL(r) Vy)JiLx(r) y 
| deci I V(t + Ji, y (ЕЛ; t, y) -V (t + h,x(t+h; t, y)) | < 2KL, (r)eih<*<'>+L><'»l y De aici rezultă lim sup +++ <2 K Li fr), у 
Jl 


70 TEORIACALITATIVÀ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Aveml i m v + y (* + n>*0>y0)] - 7 ft y *<» ^= -М>+ Л =J ^ 
gup y [«* y (<+ 5 <, y (10, y0))] - Y By (*; h, y0)] <h < 1i ms up vi* +W + * ; % (<; «0,0 [НЫ >*>y «; *o» 
y»))] + + J^ gup VIt + h,x(t + h'ty(t:t0, y0)] - V[ t, y (t; /,y,)] ^ /*-><>+ h <2EL, (г) \y(t-,t0,y0)\*-+-\y (t-,t0,y0)\* z T dacă |у 
(t; t0, y0) | < Fie Lx (r) suficient de mic pentru са 2 rezultă М тгоргр + *y(«*»;c.,ft)]-my(«;«.,y.)]«-JL]|y( 
<;<.>y.)]|.Ji 4T dacă ly (t; t0, y0) < Eezultá de aici că Е [tf, y (t; ?/)] este descres2 cătoare deci î* Iy («; «o^PCF (*; «о> 
y0)]«7 («о>2/0) <М\у0\* \ M r deci dacă \y0 \ <v g- orice vom avea \y(t; t0,y0) |< T < — > deci funcția Е (tf,x) construită 
pentru sistemul (1) ре baza pro2 prietátii de stabilitate exponențială verifică pentru sistemul (5) toate condițiile din teorema 
1.5. în acest fel teorema 1.7' este demonstrată. Yom da şi pentru această teoremă încă o demonstrație, bazată pe o idee 
principial nouă, datorită lui Barbaşin. Yom presupune cá 19 (h y2) - 9 (*9 Vi)v« L (г) Wi - y2 Ipentru ух | < г, \у%\ <r. Ca mai 
sus vom scrie y (*; *OJ yo) y<>) = \ + X + 9 C«9y(«9*09 = | (fluy(uit0,y0)]—fu,x(uto,y0)]áu + X X c ( 19 Ку; 1, & (*; 
2/0)]1^ + ;«07yo)]d*. X 


TEORIA STABILITĂȚII 71, Eezultá WV(*ito, Vo)-*(*ih, Vo) -^(r)Bt e"a(tt-^ yOV&u + { 2L(r)w(w,t0,y0) — x(u-,t0,y0) du X deci 
Lx (r)B 2L (r) (*-«o) |y(%;<o»sfo)-B(';<o»yo)l< « e |y0| pentru toti pentru саге Z Z z 1 L(r)B2ri(f» 1 Fie e > 0, 0 | < — —, 

= — In şi” (r) astfel cal } е<—. 2B a a 4 Aveml yol «B|y0|«-J- «-fdacác-«-^.242 Mai departe, pentru acei 
t0 < + T pentru care li rezultă L*(r)B 2ri(f> 1 e \y(u;to,yo)-®(w,t0,y0)\ < е |у0 | < — 0 | < —,a 4 deci 8B 2 8B 2 Eezultá 
cály(^;co7y0 )1< — pentru J 0 < w <fO+T şi în plus 2 Ту («1 *0» y0)l < E Pentru <0<М<<0 + T. Mai departe 2 5 8 В 8.B 
8.B 421 


72 TEORIACALITATIVÀ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Considerăm acum intervalul t0 + T « t « t0 + 2T; în loc de y9 
vom pleca cu valoarea у (t0 + T; t0, y0) pentru саге am stabilit evaluarea | y (t0 + T ;t0,y0) | < *Aceleasi calcule ca mai 
sus (în care rolul lui z 4 B este luat de— ) conduc la [y (t; t0, y0) \ < —pentrut 0 + T«t«t0 + 22T22 (h+ 2 TJ t0, y0) | «* 
Continuind în acelaşi mod se capătă 8 B pentru t0 + nT « t « t0 + (n + 1) T evaluarea [y (50, y0) \ < e 2»41 Eezultá in 
orice caz cá dacá « ave m W(tt t0, y0) | < e 2 B pentru orice t > t0. Dacă \у0 | < rezultă | y (t; t0, < pentru t0 + wT<t<t0 + 
(wl ) T. Fie t> t0; există m> astfel ca t0 *(m—1) T < + atunci mT > t — t0, m > — (t—10), 2m» 2T(t-to) — <jt2W < 2 - 
F(t- ^. Ош«> f0 + (m- 1) T rezultă 1 г luînd oll = — In 2 avem 2 = e*iT , deci | у (t; 0, | < — e ат, сееа Т 2 се 
dovedeste cá solutia banalá a sistemului (5) este exponential stabilá. Yom demonstra acum o teoremá de stabilitate dupá prima 
aproximaţie, valabilă numai în cazul cînd sistemul de primă aproximaţie nu depinde explicit de t; extinderea ei în cazul general 
este încă o problemă deschisă. Teorema a fost demonstrată pentru prima dată in 1951 de I. G. Malkin. Alte demonstraţii au fost 
date de J. L. Massera si ÍT. ÍT. Krasovski. Aici vom da o nouă demonstraţie bazată pe unele rezultate subliniate mai înainte. 
TEOREMA 1.7". Considerăm sistemul ^= X(x) + R(tx), (6) unde X (lex) = Jem X(x), | В (tx) | €! y x Im, y fiind o constantă 


suficient de mică. Dată soluţia banală a sistemului = X (x) este asimptotic stadt bilă, atunci soluţia banală a sistemului (6) este 
uniform asimptotic stabilă. 


TEORIA STABILITĂȚII 73, Demonstraţie. Considerăm sistemul X(z) dz — p e ntr u z \4=0, (7) —2d T 0 pentru A =0. 
Fie z (t; t0, XQ) o solutiea sistemului (7), t(t) = T- du, Jot(t) funcția inversă corespunzătoare. Fie ' y(t) = z[ t (t); r0,x0]. 
Eezultă d< d-r d*|«[t(«);dx-^x[0(t(1);to, 0) | deci dt în plus y (t0) = x0, unde = t (t0). Deoarece am presupus cá 
soluţia sistemului omogen este asimptotic stabilă putemscrie| y WKx(1*01)«K«--«0),deci z [1 («); t0, x0] 1« x(II) 
(«- *<>). Eezultă 1 «(t;tO,X0)1«x(1X0)1«t»(t(t)-«(t0))- Dar deoarece z (и; t0, e mărginită, rezultă că 1 217 
0, deci |^(t; t0 , x0) |< x (1801) ty(1 (t- 0)) 15;10 , ^о) 11 =X (I ®o Г) — To)» unde (г) este monoton descrescătoare şi 
lim <];* (г) = 0. Din această evaluare rezultă că soluţia banală a sistemului (7) este uniform asimptotic stabilă, deci pe baza 
unei observaţii din $2 este expo- 


74 TEORIA CALITATIVA A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE nential stabilă. Fie acum x ft; t0, x0) o soluţie a sistemului (6). 
Punem t (t) =J18(u;/0,«0)l"-1 d«; fie t (a) inversa acestei funcţii şi y(1) = x(t (t);t0 ,x0 ). Avem d idi V * (t) dT dtdT - (Х[» 
(t(t);t0,«0)]] -R[t(t),x(t(t);«o,a20]) -(x[»(i1(t);«0,«0)] * R[t(t),89(t(t);«0,a20)pt)]d T(D 
d*1-c|y(t)r-ilywi- 1 Eezultá cá y (t) verifică sistemul а^ X(y) ^ .B(«(T),y) dT Iy I * + lyl* dacă у | 0, Din rezultă = 
Odacă |у.| = 0. dT R(ty)<yyim W «ty Deoarece soluţia banală a sistemului de primă aproximaţie (7) este exponential stabilă, 
putem aplica teorema 1.7' $1 rezultă că soluţia banală a sistemului în y este exponential stabilă, deci Rezultă sau deci -oc V 
18$<и:1,> Zo>lm _ 1 «I« x(t-,t0,x0)«CBe J( XN 


TEORIA STABILITÀTII 75, Dacá pentru t oo, t (t) t» « oo, atunci solutia nu ar fi prelungibilá dincolo de t» deoarece pentru t 
t» avem t-+oo. Dar soluţia y (t) este prelungibilá pentru orice t, deci obligatoriu t® = oo. Eezultá cá integrala este divergentă 
deci are loc stabilitatea asimptoticá. Teorema este demonstratá. Sá punem in evidentá caracterul stabilitátii asimptotice pentru 
sistemele omogene considerate. Presupunem m > |. Pentru sistemul ds dT X(z) 0 z= 0 stabilitatea asimptotică este totdeauna 
exponențială, deci \х0 |, deci (to)] Xn Să evaluám pe |z (t ; t0 , x0) |. Avem z (t ; t0 , x0) = Z (z (t; t0 , x0)), unde dx am notat 
Z(z) = X(2) rr, «= 0; dT Dar Z (s) e omogenă de gradul intiideci \ (7) | < L[z |, unde L= sup V(2) |. .Eezultá 1 d 2 dT Ва - ^- 
^-In|s(t;t0,^0)|2]|«1,^-In|s(t;t0,^0|27»-21,2dTdT In z(t;t0,x0) -2»-2L(t-t0) * In||2,|s ft; 
t0,)|2»e"2^—]|li, decii«(t;t0, &0) [> | ®0 |, |*(t; t0 , x0) г-1 > е-п»-» | I—1, < i®o r 1 . g(m-D)L (T-TO) 


76 TEORIACALITATIVÁ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Eezultá deci ( T) ^l e(m-i(T-To) d T^|Zolw  11fI"T?1 
— Weim-l)Lad(j = /е(т-1)1(7-Т0) 1^oh^.o(m-1)ZKr-l Deaici 1 + (т — 1) L|xO ITM"] (t — t0) < e^"1*L 
<Т"То> decii[] + (m- 1) L|r-1 (t- tQ] L«e(w-1Ja[ 1 + (m— I)L|x01TM"] (t- JO)]] L< e(m 1) a <Т-То) Q— (m—1) 
A(T— T0) ^1L[l + (m-I)Dx0VYt-t0)] Eezultă m~ 1 T^m-1 I rp\m-l Ту (t; «o, «o) I< Bml e -«*-»««*-*» 1 < — [I + im- 
VLfar-^t- VY sau 1= S [[ | -£—1' + (m— 1) i (1 — #0)] £("-1) |а» Krasovski a demonstrat că dacă soluţia banală a sistemului 
dt verifică o evaluare de acest tip, atunci se poate demonstra o teoremă de stabilitate după prima aproximaţie de tipul teoremei 
1.7". Este însă o problemă deschisă dacă o asemenea evaluare are loc întotdeauna pentru sistemele omogene. Yom stabili acum 
unele teoreme de stabilitate după prima aproximaţie cu caracter mai puţin general, dar care se pot dovedi efective în diferite 
cazuri concrete. PROPOZITIA 1. Considerăm sistemul d x — —A(t)x + X(x, t), dt unde | X(x,t) |<P2(01 xy pentru 


TEORIA STABILITĂȚII 77, Dacă există o matrice G (t) autoadjunctá si pozitivă (adică astfel încât forma ermiticá (Gx, x) să 
fie pozitiv definită) astfel încît dt = — atunci soluţia banală a sistemului este asimptotic stabilă. Aici qM este cea mai mare 
valoare proprie a matricii А + G-1 G + + G-1A*Gy iar X şi a sînt respectiv сеа mai mică şi cea mai mare valoare proprie 
pentru matricea С. Demonstraţie. Fie Ut) = (G(t)x(t-, t0, x0), x(t]tÓJ x0)). Avem d^r d — «(<; t0,x0), x(t;t0,x0)) + (G(t)—x(t; 
«о, »0), x(t; t0, x0)) + dtd idt[ + x(610,«0),«(15;,«0)] 7^ x(t10,x0), ; «0, « 0) у + (G(t) A (t) x(t; t0, x0), x(t; t0, x0)) + 
(G(t)X(x(t; t0, x0),t),x(t-,t0, x0)) + + (G(t) x(t-,t0, x0), A(t) x(t; 0 x0)) + (G(t) x (t; t0,x0), X(x (t-,t0, x0),t) = = t0, х0), x(t; «o, 
«0)| + (G(t) A(t) x(t; t0, x0), x(t; t0, x0) + + (A* (t) G (t) x(t; «o, x0), x(t; t0, x0)) + (G (t) X(x(t; t0, x0), t), x(t; t0, «0))+ + (G(t) 
X1t-,t0, x0)f X(x(t; t0, x0), t)) = (Q(t)x(5t0, x0), x{t-,t0, x0)) + to J ^o) > t))j unde am notat Q(t) = ^+ GA+A*G. dt Avem G-1 
(t) Q (t) = GI — + A + G'1 A* С, dt deci qM este cea mai mare valoare proprie a matricii Gl Q. Avem (Ох, x) < qM (Сх, хуу 
*) într-adevăr, să considerăm funcția (Qx,x) dată pe (Gxtx) = 1 ; deoarece (Ga;,ic) = 1 e compactă, există Xjf = sup (Ох,х). 
Conform teoriei generale a extremelor cu legături, punctele (Gx,x) = 1 de maxim verifică relaţia {(Ох,х) — (X gzx)) = 0 deci 
(О — X G) x = 0; această ecuaţie dx are soluţii nenule numai dacă det (Q-XG) = 0. Dar det (Q-XG) = det G det (G" 1 Q-X £), 
deci X verifică ecuaţia det ( G - 1 Q-X E) — 0 deci e valoare proprie a matricii G _ 1 Q. 


78 TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE De asemenea, se demonstrează imediat inegalitatea (<?*, V) + 
(Су,х)< 2 [iGx, х) (Оу,у). Tinind seama de aceste inegalităţi rezultă S + 2 VZ(GX, X). dt Dar (СХ,Х)<А(Х,Х)*САР(х,х) = — 
*) <—х). Хх Prin urmare deci Rezultă d I UJ 5 («)« (^«0, «o) e Pe de altă parte, l(t) = (O(t) x(t;t0, a?0), t0, х0))>Х\х(, 
«0,«o)I2Eezultá f( («U+231/a) dt X(I) | «,) | » < A(«0)| «o |» eJ , Ar, deci Dacă Vt) > ХО > 0 şi dacă jj ^+ 2(3 / у) 4 * —?? 


СЇ па % ??r soluţia banală rezultă asimptotic stabilă. Dacă in plus stabilitatea este chiar exponențială. Teorema este 
demonstrată. Să considerăm un caz particular important. Presupunem cá A e Dacă x0 e punctul de maxim, х0 este vector 
propriu pentru G~ 1 О, deci(Qx0,x0) — X(Gx0x0)= = 0; cum (GrrO, x0) = 1 rezultă (Qx0, х0)= X, deci Xjf este valoarea 
proprie a lui G _ 1 О corespunzătoare Іш x0. Cum valoarea (Qx0,x0) este maximă, rezultă "KM—QM- De aici rezultă imediat 
evaluarea scrisă. 


TEORIA STABILITĂȚII 79, constantă şi că forma normală Jordan corespunzătoare este diagonală. Fie C matricea care aduce 
pe А la forma normală Jordan G — C*C. Atunci G'1 Q = А + G-XA* G = A + C1 O*-1 А* C* C Şi C G'1 Q O"1 = САС-1 + 
C*"] A: C* = САС-1 + (CAC-1)*. Eezultă că valorile proprii ale matricii CGQC'1 care coincid cu cele ale matricii G'1 Q 
sînt tocmai dublul părţilor reale ale valorilor proprii ale matricii A. Presupunind că pártilereale ale valorilor proprii ale 
matricii A sînt negative şi notînd cu —d ре cea mai mare dintre ele, condiţia din teoremă devine ^- i + ^ A) * — CX). 
Semnificaţia acestui rezultat este următoarea. Se ştie că dacă matricea A are valorile proprii cu părţi reale negative, soluția 
banală a sistemului liniar de primă aproximaţie este uniform asimptotic stabilă, deci funcționează teorema de stabilitate după 
prima aproximaţie. Eezultatul de mai sus permite evaluarea lui p astfel încît stabilitatea să se păstreze; de exemplu, 
presupunind cá p este constant, obţinem evaluarea / А." A in sfirsit,sá observăm, că metoda folosită ne-a condus nu numai la 
o teoremă de stabilitate după prima aproximaţie ci şi la o evaluare a soluţiilor. Alegînd convenabil matricea C? se pot 
obtineformule tot mai precise de evaluare a soluţiilor. PROPOZITIA 2. Considerăm din nou sistemul din propoziţia 
precedentă, şi presupunem jj? V(*) di < oo. Васа soluţia banală a sistemului f= Mt)y dt este uniform stabilă, atunci soluția 
banală a sistemului dat este uniformstabilá. Dacă soluţia banală a sistemului f — Mt)y dt este uniform asimptotic stabilă, atunci 
soluţia banală a sistemului dat este uniform asimptotic stabilă. Aici se presupune că C |A(u) | du < 6)(t - t0). X 


80 TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Demonstraţie. Yom demonstra această propoziţie în două feluri. 
Prima demonstraţie se bazează pe construcția unei funcții Liapunov. Din ipoteza de stabilitate uniformă rezultă |C (t, sh <! M, 
deci | y (t) t0, х0)\<М\х0\ pentru toate soluţiile sistemului liniar de primă aproximaţie. Fie V (t, х) = sup |y(t+o;t,x) |. Avem 
V(t, x) > i V(t, x) < M \ x |. Mai departe | | y(t-a^xx) | - | y(t + c, 6х2) || «ly(« + f£— x2) |< М\хх-х21 {ат folosit liniaritatea 
sistemului de primă aproximaţie). Eezultá | y(t + o-,t, xx) \ <ly (t + a; t, x2) + М \ x1—x2 deci La fel deci Funcţia V(tj V(tx2) 
+ М\х1-х2\. V(t, x2) € V (t, хх) + %хх - x2 |I V(h ~ V(t, x2) < MI ^-^1. У) = y^y(t)tQJx0)) este monoton descrescătoare 
(vezi teorema 1.2"). Avem x(v; t, x0) — ^o + \ (A (и) x(Ujt9 x0) + X(x (и ; tj х0)] u)) du jt Pentru x0 < — rezultă, dacă t <] v 
<t+^gşi ^e suficient de mic, 2 \х(у, f, x0) I < |а?0] + ( \ х(и- 6х0) I + $2(u) w(u; t, x0) |} d^. t deci \х(у\/, a?o)I«l1^ol e Mai 
departe x(v,t, x0)—y(v,t, х0) = ^ A(u)[x(u; t, а?0) — y(u-, t, #0)1 dii + -h V JT ; t, 40), w) du. Jt 


TEORIA STABILITĂȚII 81, Eezultá V (M (u)+Piu))du 1 $2(«u)du + | x(v ; J, x0) - y ( v, t, x0) | < [a20| eJ A -fA | t, x0) — y(u) 
t, x0) | du .'t deci Ct-h РЕ (2 (91 - P«(M)» de w(v;t, x0)-y(v;txO) 4CW0N $2(u) du €J« J« pentru t < v < t + 7L Tinind seama 
de această evaluare deducem | V [t + h, x(t - h; t, x)] - V [t+ h, y (t* h; t, x)] < rt-h C-A(2M(tt» 1+î8(«)>du < М \ $2(u) du 
e^Jtdeci ти зируп+ M(tu^)]-y[«Hif(t-»1^)]«Jf(1,( «) HihDe aici, cu ajutorul unui calcul pe care l-am 
mai făcut (vezi de exemplu teorema 1.7), rezultă lim sup nt+n,x(t+h-,t,x)]- V[tLx1 «xM^x]«M p2 А-+0+ /t 
Notind Е**(«) = 7 [«,«(«,«o,&0)L deducem lim sup V* *{ t +h) ~ (<) < M p» («) 7"(«) ^-*0+ h deci M f p2(«)dt* sau M C* 
P2(«)du ilfC' P2 («)du ceea ce împreună cu^ p2 (w) du < К atrage | x(t-,t0, x0) | <; MeMR ja?0|si prima afirmaţie a 
propozitiei e demonstratá. Pentru cea de-a doua afirmatie, procedind ca in teorema 1.7, alegem functia (V(t) x, x) datá de 
teorema 1.6" $1 notind V*(t) = (V(t) x(t-, t0 xQ),x(t-,t0, x0)), 


82 TEORIACALITATIVÀ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE deducem dF* dt = - I&(t; t0, x0) + 2 (7i(1) x(£t0,x0),X (x(t; t0, 
x0), t) < < -1 (t; t0, |» + 2M p» x (t; t0, x0) » < (1 МЛ>у* (t) M deci dt de aici deducem In7*(«) - In 7*(t0) <-1(«_|0)+ 
2Jff(J2(€.) d«M»deci7*(0«^*«0)ee^«Jf|»0]|2ede unde se capătă in definitiv !*(<;«., К 1 şi propoziția e 
demonstrată. Cea de-a doua demonstraţie foloseşte formula variaţiei constantelor x(t-,t0,x0) = C(t-,t0)x0 + [ 0(1; 8) X(x(s-, t0, 
x0),s)ds. JtO Eezultá (t; В, x0)<MwOM p*(«)| x(s; t0, х0) |ds. ЛО De aici se capătă M F p* (*) 48 (6;t0,x0)M»0 | e si 
prima afirmaţie a propoziției e demonstrată. în sfîrşit, dacă soluţia banală a sistemului liniar de primă aproximaţie este 
uniform asimptotic stabilă deducem |<7(1; s)| deci I&(«i К | &0 I - T^p*1í $ ) |^. Ха) | J<0 deci notind 


TEORIA STABILITĂȚII 83, deducem u(t) < Bu(t0) + BV p3(s) U(S) ds, Jt0 deci B C* P2(«) u(t)^Bu(t0) e Jt? de unde 
deducem I x(t; t0, x0) | < | x0 | e Jf? «BOM ег-»<М^ |*01 şi propoziţia e complet demonstrată. PROPOZITIA 3. Considerăm 
sistemul Tr,, x ar S = y), dtf «md* | y (320, | Y(t, x, y) KS | pen/rw |<а0 , | < a0, Jc suficient de mic.Presupunemcá soluţia banală 
a sistemului liniar dz — — A (t) z dt este uniform asimptotic stabilá. Atunci solutia banalá a sistemului dat este uniform stabilá 
$1 în plus pentru orice soluţie pentru care valorile initiale sint suficient de mici avem y(t)^ 0, х(#)-+1 pentru oo. Demonstraţie. 
Yom da si pentru aceastá teoremá douá demonstratii, prima bazatá pe constructia unei functii Liapunov, iar a doua pe formula 
variaţiei constantelor. Fie V (t) matricea construită ca în teorema 1.6" pentru sistemul in z. ETotind V*(t) = (V(t)y(t;tO, x0,y0), 
у ( £,10,x0,y0)) obţinem ca în teorema 1.7 dF* — = - I y(t]t0, ос0,у0)\* + dt + 2(V(t)y(t-,t0, x0, y0), Y(t, x(t',t0, x09 


у0)9у{1*09 Vo))) 


84 TEORIA CALITATIVA A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE deci dF* dt < ~ «o» Sfo) I* + |y(*; *0, x09 y0) D. Mai departe, 
ca în teorema 1.7, deducem dt 2 2M deci deci (*;*«» &o,yo)2.«v*(t) < ^l^ol2 e Y (toi xoi Vo) I^l1/— («—«o) - 5М ' ^ lyol. 
Din ; y0) = ^o + \ x(u; > xo, Vjy(Ujt6, x0, y0)]du rezultă = | 5, | -Z( Xj £- JP: "'d. <1* |+ Jt D» ceea ce arată stabilitatea 
uniformă. în plus, \ X О, x(u; t0, х0, y0), dw rezultă соп*'о vergentá, deci lim x (t; t0, există. Propoziția este demonstrată. t-+00 
Trecem la cea de-a doua demonstraţie. Fie C (t, s) matricea fundamentală de soluţii pentru sistemul în z; avem Eezultá \C(t, «)| 
< Be-^s) y Vito* xo9 yo) = C(t'9to)yo + + [ 0(t9 S) Y(s; X(8] t0, x0, y0)9 y (s | t0, ds, X deci Iy(t9 k9 9 yo) I < Ве-^*> |у0 I 
+BJc( |у (s ; t0, x0, y0) | ds X 


TEORIA STABILITĂȚII 85, Notînd u(t) = e«ty(t-,t(n x0,y0) obţinem u (t) < Bu (t0) + BTciV u (s) ds, deci u(t) < Bu(t0) 
Eezultă IV (t; В ,x0, y0) | < Be-« ^«o eBk(t-t0) \УО |. Dacă avem fe < —, rezultă evaluarea exponențială pentru B \y(t-j t0J х0, 
y0) | şi demonstraţia continuă ca mai sus. Cu ajutorul propoziției 3 vom stabili un criteriu de stabilitate de tip special relativ la 
sistemele de ordinul al doilea. dy PROPOZITIA 4. Considerăm sistemul de ordinul al doilea — = dt = Y (y, t), unde Y depinde 
analitic de y şi are dezvoltarea în serie cu coeficienţi márginiti pentru t >- 0. Fie cp (t, Л) o familie de soluţii mărginite pentru 
0 ale sistemului depinzind analitic de h şi cu proprietatea că funcţiile 0) sînt mărginite pentru t >-0. Dacă * ; («,о)1> У>о 
st ^J <—v (J — t0) +x(0)> unde x (*) este o funcţie mărginită, atunci soluţia y = <p(£,0) este uniform stabilă. Observaţie. 
Dacă Y nu depinde explicit de t şi sistemul admite o soluţie mărginită y = «p (tf), atunci există şi soluţiile ? (tf + A); în acest 
caz 0) = <p(tf) şi în general «$(«, 0) =^-<р(«), * dr deci condiţia ca aceste derivate să fie mărginite este verificată automat. 
Pentru cazul cînd Y nu depinde explicit de t şi soluţia 9 (t) este periodică, rezultatul a fost stabilit de Poincar6. Demonstraţie. 
Fie «p (t, 0) = «p (J). Facem schimbarea de variabile x = y — «t^ (t) şi obţinem dt unde dY M*)—— (<р M, t) dy iar 
dezvoltarea în serie în raport cu x a lui X (t, x) începe cu termeni 


86 TEORIACALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE de grad mai mare sau egal cu doi. Atít A (t), cît si X (t» x) sint 
mărginite ca funcţii de t pentru t > 0. Sistemul în x admite familia de soluţii x-9(t, *)-<р(«, = (t, 0)+ . . . înlocuind în sistem se 
constată cá <?'h (t, 0) este o soluţie a sistemului liniar dz — = A (t) z. Conform ipotezelor această soluţie este mărginită. Yom 
«dt nota în cele ce urmează cu componentele vectorului 9h (t, 0). Avem prin ipoteză y2 > 0. Fie Y = (^ — Eezultá det У = <J£+ 
<B > 1 [ Y = #4»! şi se vede cá ре baza ipotezelor teoremei, T, T - 1 W sînt mărginite» Facem schimbarea de variabile x = 
Ta?*, Sistemul devine —^(t- 1 AY - T - 1 — x**r1!^^/).dt { dt) Sistemul liniar dz. — = A (t) z dtf devine prin 
schimbarea de variabile 0 = — = A T - T - I— I dt \ dt I Acest sistem va admite soluţia z| = 19 z% = 0 care corespunde 
solutieiZx = S2 = «j»a. ^ De aici rezultă cá matricea Y""] A Y — Y - 1 are prima coloană d* nulă; fie a (t), b (t) elementele 
celei de-a doua coloane. Avem b(t) = Зр [ у - 11f- r^USpT"1 1 T- SpY"1 —-Ldt' & = Sp А - Sp Y-1 — = Sp A - — 
detT = Sp A - —ln(+f + <H). dt dt dt 


TEORIA STABILITĂȚII 87, Sistemul in x* are deci forma — = + xl(t, xI9x2), dt da?2 dt = b(t) xl + X^ (t, xV, а?;), unde X* are 
aceleaşi proprietăţi ca şi X. Din x* = 1 x rezultă cá acest sistem admite familia de soluţii mărginite x* = fcY-1 ffh(t9 0) +—h2 
T-1 0) +... 2 Tinind seama de faptul cá 9* 0) este prima coloană a matricii rezultă cá 1 0) are componentele 1 şi 0, deci х\ =h 
+ h2 oc2 (t) +..., м =h2+..., unde conform ipotezelor a* şi (3*. sînt funcţii mărginite de t pentru t > 0. Efectuám o nouă 
schimbare de variabile х\ = u + u2 «x2 (t) +... xv = vt u2 &(!) +... în vecinătatea punctului x! = х\ = 0 se сарай u = x[ — 
x{2 a2 (t) +...у= а?2 — p2 +... şi proprietátilede stabilitate pentru sistemul în (и, v) conduc la proprietăți de stabilitate 
pentru sistemul în х*. După ultima transformare sistemul devine ^L — a(t)v + Uft,u, v), dt 47 = Н%)у + V(%, «), dt unde Usi T 
sînt mărginite ca funcţii de t pentru t > 0 şi au dezvoltări în serie după puterile lui и şi v începînd cu termenii de grad > 2. 
Acest sistem admite familia de solutiiu = A, у = 0, ceea ce impune са U (t, у, 0)=0 V (t, u, 0) = 0. De aici rezultă că pentru | | 
<; u0J \у | € v0 avem | U(t, u, v) | a | v | V(t, u, v) | X p |t? unde a si p pot fi aleşi oricît de mici, cu condiţia ca u0 şi vO să fie 
suficient de mici. 


88 TEORIACALITATIVÀ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Pe de altă parte, din b(t) = Sp A at rezultă ««+ (t) f» Wd.=r 
(SpA, ds—In + . Soluţia generală a ecuaţiei = b(t) w dt se scrie 5/ r£ v? b(8)ds \ SpA ds -In— «o - WI Conform ipotezelor din 
enunț, |w (t) |«(w (*0) |J 2e--v«-*0)ex«) ^ Y2 ceea ce arată că soluția banală a ecuaţiei în w este uniform asimptotic stabilă. 
Putem aplica propoziţia 3, deci soluţia banală a sistemului în (u, v) este uniform stabilă, ceea ce atrage stabilitatea uniformă a 
soluţiei banale pentru sistemul în x*, deci pentru sistemul în x, deci stabilitatea uniformă a soluţiei ср (t). în plus pentru и (t0), 
v (t0) suficient de miei avem u(t)-+h, deci xt) — (h + h2 oc2(J)+ .. x*2(t) — — (h2 p2(tf) +...) - * 0 deci soluţiile x (t) tind 
către una din soluţiile <р (t, h) — 9 (t) deci pentru orice soluţie y(t) din vecinătatea lui 9(J> există h astfel са lim(y (t) - 9 (t, 
h)) = 0. t-yco $ 8. STABILITATEA IN RAPORT CU PERTURBATII PERMANENTE în cele ce urmează vom stabili o serie de 
teoreme care pun in evidentá faptul cá dacá o solutie este uniform asimptotic stabilá ea prezintá anumite proprietáti de 
stabilitate şi în raport cu diferite clase de perturbatii permanente. Ca şi pînă acum, va fi vorba numai despre cazul stabilității 
soluţiei banale, deoarece prin procedeul cunoscut, studiul stabilităţii oricărei soluţii se reduce la acesta. DEFINIȚIE. Soluţia 


banală a sistemului (1) se numeşte stabilă în raport cu perturbații permanente dacă pentru orice s > 0 există (s) şi S2 (e) cu 
proprietatea ca oricare arfi funcţia R (t, x)cu |R (t, x) < 82pentru 


TEORIA STABILITĂȚII 89, \х | < s, {> t0 şi oricare ar fi y0 cu \у0 | <, soluţia y (t] t0, y0) a sistemului ^- = f ( t , y ) + В(бу) 
(8> dt verifică inegalitatea \y(t; t0, y0) | < e pentru t >-10. TEOREMA 1.8. Dacă soluţia banală a sistemului (1) este uniform 
asimptotic stabilă, atunci ea este stabilă şi în raport cu perturbații permanente. Se presupune că / îndeplineşte condiţia | f(t, xj 
—f(t, x2) < I Ct-U «£(£) | xx — x2 | pentru \x+| < a0, \х2 |<а0 şi \ L(s) ds «KW. I «* Demonstraţie. Conform teoremei 1.6", 
din stabilitatea asimptotica uniformă a sistemului (1) rezultă cá există o funcţie V (t, x) cu proprietăţile: а(\х\)^У(ї, x)<b(x), A 
— 0 -fh i V(t, xx) - V(t, а?а) | < J£ K - I pentru fa |< 8(80), x% \ <8(&o)> unde S(s) $1 80 apar în definitiastabilitátii 
asimptotice uniforme. Fie у0 cu \у0\ < — а 0 ; considerăm soluţia y(v; t, y0) a sistemului (8). Din 2 2/0? ; t, Vo) = Vo +J (/(*, 
2/0)) + t, 2/0))) d^ rezultă 12/ («; t, Vo) I< I Vo I +  JO(u)w(u; t, 10) | d^ + Ay), unde 73 = sup 22(J, 3/) |. Inegalitatea are loc 
pentru t < v < J + h astfel #20, încît |y (w ; tf, 1/0) | < a0. Eezultá V(vi*f 2/0)1«(12/ol + deci pentru h suficient de mic vom avea 
în orice caz |у (u; t, y0) | < a0 si inegalitatea este adevărată pentru orice “С v ^Ct + h си h suficient de mic. Fie mai departe x 
(v; t, y0) soluţia sistemului (1). Avem 2/0) у0)=\{/(^\№)) —/(*,2/0))» d^- .t-b(j t, у0)) dw- 


90 TEORIACALITATIVÀ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Fie s > 0, 1 < min [a (e), a a0)J, (e) = (Z), S2(g) = Alegem |y01 
< vom avea în orice caz |y01 < ~ ао] * Dacă B (tj x) este astfel încît [В (t, x) \ < pentru |x \ $, {> vom avea = sup JJB(J, y) < 
S2. Ca mai sus se vede cá dacă t>0, IvKs I № I < atunci pentru Tisuficient de mic vom avea [y (u; t, y0) | < e pentrut < и «t + 
h. Eezultá cá putem scrie evaluarea Iy(v,t, Vo) — x(v 5h2/0)1«^1-Jj L(u)w(uiyyO) - x(u; tyO) du de unde valabilă in 
orice caz pentru % suficient de mic. Pe de altă parte, avem iim sup «<iimsup го + В В—>о-+ В + [1 тмопру- + # <у)3 - ур 
+ h*(< + Mt, у>] h— + Jt Dar I V(t + hy(t + h; t, y)] — VIt + h, x(t  h-, t, y)] < < My(t + h-, t, y) -x(t + h-,t,y)\ dacă x(t + 
h-t£y) | < S(80),\y(t + h-, t, у) | 5(50). Dacă \у | < min j i §(80)>-^ «o, e}> se vede ca mai sus cá pentru h suficient de mic 

are loc evaluarea | y(t + h-t, y) — x{t + h; t, у) \< ^етм, deci J V[t + h, y(t + h;t, y)] - V [t + h, x(t + h-, t, y)] \< M h^e™ 
De aici rezultă A—* 0+ ft Deducem hm sup 5—'9v —L-^ZJLHLL« с (|y) +Jf^< 


TEORIA STABILITĂȚII 91, < -С(\у\) + M *%=-e(\y\)}+e\tr-* (1)] dacă \y | < e cu e suficient de mic. Putem acum demonstra cá 
W(t ;t0J у0)\ < e pentru >. Dacă proprietatea nu are loc există tx > tO astfel ca |y ;t0 y0) ре; există atunci t0 <t2^C h astfel ca 
\y(t2; t0, y0) = e şi |y(t; t0J y0) | < e pentru t0^t<t2. Fie V*(t) = V[t,y(t; t0, y0)]. Avem yh) = y [*« > y (О; * > у0) | >а(Ту 
(U; > 2/0) D=«(e)>hV(to)=F«o,yo)<6(12/0D<b(=fe[6-1(1)]=1. Eezultă са există t0 < t3 < t2 astfel ca 
V*(tz) = Z, F*(t) > 1 pentru < t ^2* Avem »(1 y(«»i *o» 2/0) ІХ ^y(«3Î «o, 2/0)] ==I< b [| y(h:t0, y0) |]. Eezultă fr- 
MiXIyWoiyoiKW < « . Putem deci scrie 1iTnh>y(h)h>2/0))]-^[^y(«»;*o>2/0)]_= lim sup + < - O(1y ; t0, 
y0) |) + o [b~HD] <h <-c[b-i(1)] + c[b~i(1)] = 0 deci V*(t) < V*(t3) = 1 pentru t > tz ceea ce este contradictoriu. Teorema a, 
fost astfel complet demonstrată. Yom da acum unele aplicații ale acestei teoreme. Aplicații. 1° Să presupunem că sistemul (1) 
contine un număr de parametri; vom nota cu a un punct în spațiul parametrilor. Sistemul (1) se scrie — =/(*> x 5 «). dt 
Mulțimea punctelor pentru care soluția banală este uniform asimptotic stabilă formează în spațiul parametrilor domeniul de 
stabilitate al sistemului; fie G acest domeniu. Considerăm un punct a0 £fr G;punctul se va numi punct nepericulos al frontierei 
domeniului de stabilitate dacă pentru orice e > 0 există 81(z) > 0 şi S2(e) > 0 cu proprietatea că dacă I xo I < (£) fi p(a> «o) < 
Ms), atunci |x(t; t0, x0; a) | < e pentru t >° t0. Am notat aici cu p (a, a0) distanța dintre a şi a0 în spațiul parametrilor. 
Semnificația acestei definitiieste următoarea. Dacă a0 este un punct al frontierei domeniului de stabilitate, oricît de aproape de 
el se află puncte din afara acestui domeniu, deci puncte a pentru care soluția banală încetează să mai fie stabilă; faptul că a0 
este un punct nepericulos al frontierei înseamnă că dacă a este destul de apropiat de a0, chiar dacă se află în 


92 TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE afara domeniului de stabilitate, soluţia x (t; t0J x0J a) continuă 
să rămînă apropiată de soluția banală, deci se păstrează anumite proprietăți de stabilitate, suficiente pentru nevoile practice. 
Eezultá de aici că punctele nepericuloase ale frontierei domeniului de stabilitate au proprietatea cá ne putem apropia oricît de 
mult de ele fără să riscăm ca erori sau perturbații mici să provoace pierderea stabilității. O consecință imediată, a teoremei 
1.8 este următoarea : Dacă soluția banală a sistemului — = / ( « ; ®; oo) dt este uniform asimptotic stabilă, punctul a0 este un 
punct nepericulos al frontierei domeniului de stabilitate. într-adevăr, sistemul SI* \ — =/(«, x ; a) dt se poate scrie dx — = fit, 
x;a0)+ (/(«, x ; a) - f(t, # ; a0)}. dt Punind £(t, x) = f ( t , x; а) —f(t, x; a0), rezultă că dacă presupunem că / este continuă in 
raport cu a, uniform în raport cu t, x, atunci pentru S3(s) > 0 dat există S2 (s) > 0 astfel ca, p(ai> <*0) < 52, \х \ < s să implice 
AR (t, x) | < S3(s). Soluția banală a sistemului * =/(«; x; oc0) d^ fiind uniform asimptotic stabilă, ea rezultă stabilă în raport cu 
perturbații permanente, deci există S^s) şi &3(s) astfel ca | x0 | < &i(e) si I R(t,'x) | < $3(e) pentru | x \ < e să implice | x(t; tO, 
x0) | < e pentru t > t0. Dar p (a, a0) < S2(s) implică \R(t, #|< S3(s), deci, dacă \x0\ «S1(e)si p (a, a0) < S2(s) rezultă \x(t; t0J 
х0; а) | < s pentru t^t0, ceea ce arată că a0 este un punct nepericulos al frontierei. Să observăm că din cele de mai sus decurge 
importanța studierii stabilității şi în punctele frontierei domeniului de stabilitate. Acest studiu este de obicei mult mai dificil 
decît pentru punctele interioare ale domeniului de stabilitate. 2° Considerăm sistemul -vru \ — = X{t, x, y), dt = y), 


TEORIA STABILITĂȚII 93, unde x si y sînt vectori. Presupunem X (t, 0, 0) = 0, Y(t, 0, 0) = 0 si că soluţia banală a sistemului 
(9) este stabilă în raport cu componentele x; aceasta înseamnă că există S^s) astfel ca 1x0 | + | y0 | < să implice \ x(t] t0, х0, y0) 
| < $ pentru 2+0. Presupunem în plus că soluţia banală a sistemului ajutător ТВ 0, z) dt este uniform asimptotic stabilă. în 
aceste condiţii, soluţia banală a sistemului (9) rezultă uniform stabilă. Demonstraţie. Sistemul = x> y> se poate scrie sub 
forma = Y(t, 0, y) + (Y(t, y) - Y(t, 0, у)}. dt Prin ipoteză, soluţia banală a sistemului ajutător este uniform asimptotic stabilă, 
deci, ре baza teoremei 1.8, este stabilă în raport cu perturbații permanente. Eezultá că există S2(£) şi S3(£) astfel că din | yO | 
«S2 şi | Y(t, x, y) — Y (<, 0, y) | < 83(*) pentru | y | < £, rezultă Vo)I« £ pentru t>t0. Deoarece Y este presupusă continuă în x, 
rezultă că există S4 (z) astfel ca | x | < S4 să implice | Y (t, x, y) — — Y (tj 0, y) |< &3(e) pentru t > 0, | y |< e. Pe de altă 
parte, dacă 1®ol + I yo I< s i [ МЕ) Lrezultá \x(t] t0, у0)\ < S4 (e). Fie 8 (e) = min (81 (e), SX [54 (e)]}. Atunci | x0 |+ | yO | 
< 8 (s) implică pe de o parte I to, xo^ Vo) I < M*) < iar pe de alta | Y (t, x(t;t0J x0, y0), y) — Y (<, 0, у) | < S2 (е) pentru | y | < 
e, deci | y (t; y0) I < £ pentru t > JO. Propoziția e demonstrată. Un exemplu de aplicare a acestei propoziţii а fost dat de T. 
Hacker în studiul stabilităţii avionului. în cazul cînd sistemul (9) reprezintă sistemul mişcării perturbate pentru un avion, prin 
natura lucrurilor o parte din componente pot fi controlate de către pilot. Considerînd că acestea sînt componentele notate cu x 
şi că sistemul (9) conţine în el şi acţiunea pilotului, controlul pilotului se va traduce prin faptul că soluţia banală a sistemului 
(9) este stabilă în raport cu componentele x. Admitind, ceea ce este firesc, că acţiunea pilotului e nulă cînd componentele *х 
sînt nule (adică admitind că pilotul nu acţionează atunci cînd nu apar perturbații), rezultă că sistemul ajutător nu depinde de 
actiuneapilotului, ci'numai de parametrii constructivi ai avionului. Alegind aceşti parametri în aşa fel încît soluţia banală a 
sistemului ajutător să fie uni- 


94 TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE form asimptotic stabilă, acţiunea pilotului asupra 
componentelor controlabile va fi suficientă pentru a asigura stabilitatea mişcării avionului. Să presupunem acum că soluţia 
banală a sistemului (9) este uniform asimptotic stabilă în raport cu componentele x şi că soluţia banală a sistemului ajutător 
este şi ea uniform asimptotic stabilă. Atunci soluţia banală a sistemului (9) este*uniform asimptotic stabilă. Demonstraţie. 
Deoarece soluţia banală a sistemului (9) este uniform asimptotic stabilă în raport cu componentele x, există SO şi T (s) astfel 
са [О |+ | y0| « 80 si t» tO +T (s) să implice | x (t; t0, х0, y0) | < e. Să notăm В (t, y) = Y (t, x ft t0, x0, y0), y) — Y (t, 0, y). 
Fie a (s) < $ (s) cu proprietatea cá | x |< a (s), \y\ < s ($0) Y (E) implică | Y (t, x, y) — Y ft, 0, y) | «^^, unde Jf este constanta 
Lipschitz a funcției Liapunov construită pentru sistemul ajutător, iar Y (e) = c [8 (e)]. 'Fie TO (e) astfel încît t^t0 + TO (s) să 
implice | x(t-, t0, x0J y0) | < a (s). Fie b0 = b (SO) şi сх astfel ca JJ" + yV + hy *Q1 xo» yoft-Vltj y(t'jto^ xo» ffo)] ^ h->0+ TI 
pentru t0 « t « + ^o II+ 13/0 I< * Existenţa lui rezultă din faptul că, la fel ca in teorema de stabilitate în raport cu perturbații 
permanente, avem liTY1 sup VIt + h, y(t + h-,to, x09 y0)] —7[«, y(t10] cc0J y0)] ^ /*-*)- Л «-e(Vy(t-,tO0, x0, y0) D + J£^Q» 
unde y] > | R (t9 y) |. Ог, | x0 [+ [у0 |< SO implică y0)I < e(»0), Ту<>)1 < е(*<>)> ceea ce arată cá yj va depinde numai de SO 
şi nu de t0J deci se poate lua cl = МА. Fie- { 2) = Toíz)* TMin[:t0 + TO, 0 + Т] există astfel ca | y (t£ t0, x0, y0) | < 
S (s). Dacă f n-ar exista, atunci am avea în tot intervalul I y (<; to, xo^ yo) I > 8(s) deci — е(\у((;09 x0, y0)]) < - о(8(е)) = - 
y(e); rezultă l i ms u p + + 7[i,y(tfr,s 0 ,y0)] <'2M 2 


TEORIA STABILITĂȚII 95, Y(s) căci pentru t0 + TO avem | x(t; t0, х0, y0) | < a(s), deci | R{t, y) \ < -LI-L. 2ilf Notînd V*(t) 
= V[t, y(<; y0)] rezultă F*(*0 + T) - F*(*0) = F*(*o + T ) - Е*(*о + Т0) + V*(t0 + TO) -^(«o X-^T i+ ^To, z deci «o +T) 
< 6 (S0) - X Tx + TO = О, Z ceea ce este contradictoriu. Eezultá că există V £ [;t0 + TOJ t0 + T] astfel ca | y (t£ , x0, y0) | < < 
S(s) deci |y (J; y0) | < e pentru t >- + T (s). Ou aceasta* demonstrația e terminată. O variantă a noțiunii de stabilitate în raport 
cu perturbații permanente se obține dacă în loc să cerem ca perturbațiile permanente să fie mici tot timpul, le impunem numai 
cererea de a fi mici în medie. Sînt astfel luate în consideratieclase mai largi de perturbații permanenter deci obținem o 
proprietate de stabilitate mai puternică. DEFINIȚIE. Soluția banală a sistemului (1) se numește stabilă în raport cu perturbații 
permanente mărginite în medie dacă pentru orice z > 0 şi T > 0 există 8 > 0 şi tj > 0 astfel încît oricare ar fi funcția (ЕТ R(tj y) 
cu | R(tj y)| < <p(t) pentru |y | <; s si \<p (s) ds < tj si oricare! . tar fi Vocu Vo \ < 8, să rezulte Vy (t, t0, y0 )|« £ pentru t^®t0J 
unde y(t; t0J y0) este soluția sistemului (8). TEOREMA 1.8'. Васа soluția banală a sistemului (1) este uniform asimptotic 
stabilă, atunci ea este stabilă în raport cu perturbații permanente mărginite în medie. Sînt presupuse îndeplinite aceleaşi 
condiţii ca în teorema 1.8. Demonstraţie. Fie V (t, x) ca în demonstraţia teoremei 1.8. Considerăm o soluţie y(t'] t0J y0) а 
sistemului (8), t £ t| si soluţia x (tj T^ Ki Vo)) a sistemului (1). Yom avea + y(T + h-,t0, y0)]-V[T + h, + t, у(х; t0, y0))] < + 
t0, у0) — o?(T - A; T, y( T ; t0, y0 ))|, dacă Ly (t; , y0) | este suficient de mic. Putem scrie y ( T-h'yt0J y0)—oc(T+h-,T, у(х; 
t0, y0)) = y (t+ T5J0, y0) - y (f£; 2/0) —- ++ y(t;y0))-y(£;- pE-*ftrx-fA = \y(t-, t0, yo)to- /P» «(*» T, y(r; y0)) 91. 


96 TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Eezultă I V[z + h, y(T--h-,t0, y0)] - f t + Ti, x{z + a; t, y( t0, 
y0))]| < fT+ft 2/0)— flh y(Tjtojyo))] \ De aici se capătă lim s up + УСТ + 5*o» + -y0)j^Ti Jf|y(t;to,y0)-/[t,y(t 
; , y0)]| 2(t ) *dacá |y(-r; y0) | < e.Deducemmaideparte и m f[ t+ &, y(t + fti y 0) | -F[t,y(-r; <0, y0)] ^Ji ^l i maup ^2/ + 
fe; > $/p)] — Е [t + Я, # (+; ъ y (t; y»)], JI «x Jf«p(t)-c(]|y(t; yO)DIntegrind de Іа Іа tf se capătă vihy(«àyo XJ 
ff«p(T)dT-C o(ly(<r; «0, у0)рат (*) X X Fie acum e > 0, T > 0. Alegem 8 «ba(s)jsi73«min(^c[6"1(7a(£))'a 
(е) } *fie^ol«s,tt*t«p(*)cucxy). Arátámcá \у (60, y0) < z pentru t > Presupunem cá n-ar fi aşa; atunci există tx 


> t0 astfel ca \y(tijtoj Vo) I Eezultá că există t0<t2^C h astfel са | y (0; t0, y0) |= = e şi | y («; «0, y0) | € e pentru t0 < J < (2. 
Avem *(e) = a(ly(««; «0, уо)1)<Т7[<2, y(*2; t0, y0)] = Е*(<«) F' fo ^T ft, y0 ]<6(ly0 1) < 


TEORIA STABILITĂȚII 97, Eezultá cá există t0 < tz < t2 astfel ca 7* = —a(z) si 2 V*(t)> —a(z) pentru ts <. Eezultá, 
pentru t3 < t ^Ct2, cá avem ta(z)<V*(t) = V[t, y(£ t0, y0)] «6(1 1 t0, у0)\) deci deci I y(«; «O?y0) I> 6 Ні» (O Dint < rezultă 
| y (t; , y0) | € s, deci putem aplica formula (*) şi deducem Fie (m — 1) T < t2 — J3 < raT; rezultă Dar deci deci rt2 rJi+mr У 9 
(T) DT <<P(I)DT<MY). J13 Jet m— 1 < —(J2— m< у+ 1, ?(T)dT«-Jr(«f-«8)-7) «Jt* Eezultă ilf" 
(ЕН (h— <3) + У). ^P., «о, yo]« — +++ - b) c^a(e)]J -oJft-1^a(c)j 


98 TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE deci Dar y) < a(e), deci în definitiv V [0, y(t2; t0, y0)] < 
а (s)* 2M Eezultá «(I y(h» \№)\)< vih,y (hi deci | y (0; t0, y0) I < e> c e e a c e contrazice alegerea lui t2. Teorema este 
demonstrată. O variantă puţin diferită a aceluiaşi tip de stabilitate, bazată tot pe ideea considerării unor perturbatii care pot fi 
în unele momente mari dar sînt mici în medie, a fost definită de Ivo Vrkoc care a numit-o stabilitate integrală. DEFINIȚIE. Vom 
spune că soluţia banală a sistemului (1) este integral stabilă dacă există $0 > 0 şi funcţia B (8) > 0 definită pentru 0 < 8 < $0 
(pe care o presupunem monotonă şi continuă) cu lim В (8) = 0 Soo 8-+0 sup | R(t, y)hdt< 8 să implice \y(t\ t0, y0) | <f0\v\<b(8) 
< B (8) pentru t^*t0,y(t]tO, y0) fiind soluţie a sistemului (8). Este uşor de văzut că această definiţie este echivalentă cu 
următoarea Soluţia banală a sistemului (1) este integral stabilă dacă pentru orice e > 0 există 8X > 0 si 82 > 0 astfel încît \ yO | 
< si [°° sup | B (t, y) dt« Sa să implice \у (tmO t0, у0)\ < s pentru t^t0; dacă luăm 8 = min (8^ S2) şi B (8) ca inversă a funcției 8 
(е) cádem peste prima definiţie, iar prima definitieimplicá pe a doua cu == 82. Soluţia banală a sistemului (1) se numeşte 
asimptotic integral stabilă dacă eintegral stabilă şi în plus există funcțiile T( 8, s) şi y( 8, s) astfel са \у0\ < 8, sup \В(6у)\ dtf < 
y (8, s), 210+ T( 8, z)sáimpliceW(t-, t0, y0) |<. Ло In cele ce urmează vom pune în evidenţă o serie de condiţii echivalente cu 
stabilitatea integralá, respectiv stabilitatea integralá asimptoticá. 1) Solutia banalá a sistemului (1) este integral stabilá dacá si 
numai dacă există 80 > 0 şi B (8) definită pe (0, 80) B (8) > 0, lim JB(8) = 0, 8-M) astfel ca oricare ar fi funcția «p (t) 
continuă cu f | <р (t) | dt < 8 soluţia Ло y(tj toi Vo) a sistemului -Sr-f(*f *) + ?(*) (10> d t cul yo [< & verifice inegalitatea Vy 
(t; t0, у0)\ < B (8) pentru t > tQ 


TEORIA STABILITĂȚII 99, Demonstraţie. E suficient să arătăm cá dacă proprietatea din enunţ are loc, soluţia banală a 
sistemului (1) este integral stabilă. Fie В (t, y) astfel са г sup \В(® y) dt < 8, X unde B (8) e ales pe baza proprietăţii din 
enunţ. Fie y0 cu | y0 | < 8 şi soluţia y {6 t0, y0) a sistemului (8). Dacă nu am avea pentru toti t > t0 inegalitatea | y (t; t0, y0) < 
B (8) ar exista un prim punct tx > t0 astfel ca |у; t0 , y0) = B (s)- Pentru pO, y luăm <р (t)-R(t, y (t; ; avem (< 1 |9(0|4« = 
ill[li(«, y(«; «07 yo))ia*«C sup у) |d * «x 8. ' KX^^ Prelungim pe cp (t) continuu pe toată semiaxa t >-10 astfel ca cp(t) | dt < 
8; pentru aceasta e suficient să luăm 2>И astfel ca t2 —1+ < «0 2(8-(«1|«p(*)|d*) < — , să punem cp (t2) = 0, şi să luăm pe 
cp (t) liniaráI«p(*1)I- 1 pe [h, t2] şi nulă pentru t > t2. Fie acum zít; t0, y0) soluţia sistemului (10) cu cp (t) ales ca mai sus. 
Din | y0 V < 8 si^??| cp(t) \ dt < 8 rezultă | z(t; t0, у0)\ <B(8) pentru Р>Ю deci v(t1) t0,?y0) V « B (8). Dar pe [t0, t^, z(t; t0, y0) = 
—y(t] toi Vo)i deci \y(tl; y0 )|<1?(8) ceea ce este contradictoriu. 2) Soluţia banală a sistemului (1) este asimptotic integral 
stabilă dacă şi numai dacă eintegral stabilă şi în plus există T (8, s) > 0 şi y (8, s) > 0 deroo finite pe (0, 80), e > 0 astfel ca 
oricare ar fi cp (t) continuă cu cp (J) | dt < X «Y(S, 12/01<5 fi t*t0--T(8, e) să rezulte \y(t; t0, у0)\ < s, V (2 toi Vo) soluţia 
sistemului (10). Demonstratie. Din nou e suficient sá arátám cá cererea din enunt implicá stabilitatea integralá asimptoticá. 
Dacă nu ar fi aşa ar exista 8' < 80 şi s' > 0 astfel încît oricare ar fi T > 0 şi y > 0 să existe y0 cu | y0 | <8', В {6 y) cu sup | Rft, 
y) dt € y şi tx > t0 + astfel ca Ло |v^B(8) \у( toj Vo) I> e'» y(h; A» 2/0)f^ d solutiasistemului (8). Fie T(8', s"), y(8', е) 
construite pe baza proprietăţii din enunţ, y0, К (t, y) şi ^ corespunzătoare pe baza ipotezei rationamentului prin absurd. Fie 
«p(J) = = R(t, y(t; t0, y0)) pentru te #0\ kli a v e m ?\cp(t) ât = fI Bit, y(t; «09 yo W 1 dx f1 sup y)d* < X X X ^BI8) <r sup | 
JB(«, y)| d*<y(8', е). X IV^B(8) 


100 TEORIACALITATIVÁ A ECUATIILOR DIFERENTIA LE Ca in cazul precedent prelungim continuu pe 9 (t) pe toatá axa 
cu păstrarea acestei inegalităţi şi luăm soluţia z (t; t0, y0) a sistemului (10) cu <p(t) astfel ales. Din (?(t) Wt <у(8', e)» | y0 | < 
8' şi > t0 ++ T( 8', е) rezultă | z(tx; <0°, y0) \ < e'. Dar ре [*0, avem z (*; t0, y0) = = y(ti toi №); deci Ту; 2/0) I < e' ce este 
contradictoriu. 3) Soluţia banală a sistemului (1) este integral stabilă dacă şi numai dacă pentru orice 0 « 8 « 80 există B (8) > 
0, lim B(8) = 0 (monotonă si 8-fO continuă), astfel ca oricare ar fi y(t) cu derivată continuă pe [10, tx-^ cu [у (to) < 8, Е Ту (t) 
- f(t, y (0) Id* < 8, să rezulte \ y(t) < B(8) «6 Po» y Demonstraţie. Să presupunem soluţia banală integral stabilă şi fie B (8) 
construit conform proprietăţii de stabilitate integrală, y(t) ca în enunţ. Fie cp(tf) continuă pentru astfel ca <? (t) = y(t)— fit, 
y(t)) гоо Pe fi» hlj I <P M I di < 8; asemenea functiese construieşte ca la punctul 1). Мо Considerăm sistemul (10) cu 9 (t) 
astfel ales şi soluţia z(t; t0, y (t0)). Conform celor stabilite la punctul 1) rezultă | z(t; t0, y (t0)) | < B (8) pentru tf ^ tQ şi cum pe 
„avem z (tf, , y (t0)) = y (t), rezultă |y(t)| < J5(S) pe p0, Fie acum J5 (S) ca în enunţ şi y(t) continuă pentru t > t0 cu °° | 9 (t) | dt 
< 8. Solutiay (t; ,y0) cu | y01 < 8 a sistemului (10) verifică pentru <0 ' orice tx condiţia din enunţ, deci pentru orice tx > avem | 
y (5, y0) | < < J5(8)pe [t0, tx\ deci condiţia de la punctul 1) e îndeplinită şi soluţia banală a sistemului (1) e integral stabilă. 
Propri tat a 3) arată cá noţiunea de stabilitate integrală definită de Ivo Yrkoc este echivalentă cu noțiunea de stabilitate tare 


definită de Okamura şi reluată recent de Kyuzo Hayashi. 4) Soluţia banală a sistemului (1) este asimptotic integral stabilă dacă 
şi numai dacă e integral stabilă şi în plus pentru orice 0 < 8 < 80, e > 0, există 2r(8, s) > 0, y(8, e) > 0 cu proprietatea că 
pentru oricare y(t) cu Ch derivată continuă pe [10, > Ю+Т şi astfel ca y (t0) | < 8, \ \y(t) — Ло - f( h y(t)) I te € y('5> rezultă 
W(t) \ <e pe [10 + T, t(]. Demonstraţie. Presupunem soluţia banală a sistemului (1) asimptotic integral stabilă $1 fie T( 8, e), y( 
S, z) ca la punctul 2) y(t) ca în enunţ. Definim pentru t > td funcţia <p(t) punind 9 (t) = y(t)—f(t,y(t)) pentru Ю < t < tx si cerind 
[9 (t) | dt € y (8, e). Considerăm soluţia z(t; t0, y (t0)) a sistemului (10). Eezultá \z(t} В 1 y(to))\<z pentru t > t0 + T şi cum pe 
X0J avem z(t,t0, y(to)) = y(*h rezultă \y(t)\ < e pe [*0 + Т, Eeciproc, fie T(8, z) şi y(8, e) ca în enunţ si 9(tf) continuă cu С°°| 
9(«) I d* < y(8, e); atunci soluţia y(t; t0, y0) a sistemului (30) cu 


TEORIA STABILITĂȚII 101, I Vo I < 8 verifică pentru orice tt > t0 condiţia din enunț, deci | y (t; 10, y0) | < < e pentru t > t0 + 
T. ТЕМА. Dacă V(t, A?) are proprietăţile: 1°. a?) e continuă; 2°. | FU, - Е £c2) | < ilf| x1 - x2 | pentru | xi | $0; 3° Um + x(<t 
+ П^хо) ] - v tt>xoH ^h <0[x{t; t0, x0)], unde x(t; x0) e soluţia sistemului (1) iar О e continuă, atunci V(t, y(t)) -V(t0, 
y(t0)) + М? \y (t) - f(t, y()Mt  [^(y(t))át МО ЛО pentru orice funcție y (t) cu derivată continuă ре [t0, t]. Demonstraţie. Fie 
[t0, t]; considerăm soluţia x(t; t, y (t)) a sistemului (1). Аует | Е [+ A, +++, y(t)) ]l «Jf|y(t fc)-^(t-a5;t, у(2))\ 
-MW(T-*h)-y(z)-r-*hf[t,*(«;t,y(t))]d*|-I1 рж+К -i px+ftI deci lims up T^b + fe, + + s(t + *;t y(T)] ^ 
TI «jf|y(t)-/[t,y(t)]|. Eezul&lmsup^t*-*(*»]«h«umSUp7[T-*y(t*-v[T-*h»-y(t)]|Ji*limsup 
^[T-*fe;*Ly( T))]-F[T,y( T)] ««Jf|y ( T) -/ET; УСТ] Г). Integrind, se capătă inegalitatea din enunţ. L 
ЕМА . Dacă există o funcţie continuă V (t, x) definită pentru t >- 0, x SO cu proprietăţile : 1°. V(t, x)»a( |&]), V(t, 0) =0 ; 2°. 
| V(t, xj ~V(t, х2) ЄМ |), - х2 |; 


102 TEORIACALITATIVÀ А ECUAȚIILOR DIFERENȚIA ГЕ 3°. lim sup УР +x(<t +h » ^- F & ^» ^o)] ^o+ h «g(t)V[t, 
x(t} t0, x0)] cu^?g(t) dt < oo, ЯК^)>>0, soluţie a sistemului (1), atunci soluţia banală a sistemului (1) este integral stabilă. 
Demonstraţie. Avem ca in lema precedentă lim sup + + *(*>]< < у f|y (t) -/[t, y(D]F3f( D)F[E y (t) |. De aici se capătă 
prin integrare ^P» y(«)]«Tr[«0, y(«o)]eJt? + V g (t) de — f' g (tt) dtt + Jfe* [ e y(D)-|[Ey(T)]dT. X Dacă i y (*0 ) i < (*) = fe, 
clly(t)-/[t,y(0]|dr«8, A.. «0 rezultă «(Ту (*) D< V [h y (5)] < Лек S + Jfe* 8 = 2J!fefc 8, deci y(t)Va-1(2Mek8) = 
B(8). Pe baza proprietăţii 3) rezultă stabilitatea integrală. Le má . Dacă există Е (t, x) definită pentru t > 0, | a? | <; 80 ew 
proprietățile: a) 7(1, 8) 2a(|8]|), F(«,0)s50; b) | E (L — У (t, х<^) \<М \ xx — х%\; ©) Пит V V [ t+ h' x 1* + h'» *<>> 
*(<; *o> ^o)]^ &-•<)+ Л — с(\ x(t, t0, x0) D), atunci soluția banală a sistemului (1) este asimptotic integral stabilă. 
Demonstraţie. Pe baza lemei precedente solutiabanalá a sistemului (1) e integral stabilă. Pentru s > 0 alegem ух > 0 astfel 
încît dacă | y (22) |< Şi #1у(*) -/Р, у(*) |сО<ҮІ să rezulte \y(t)\ < s pentru Jh asemenea există pe baza proprietăţii 3), 
anume = Luám apoi T = min (8, Tl), 1 = с(ҮІ), Т(8, е) = Ј#<> +. Fie y(t) cu de-V 


TEORIA STABILITĂȚII 103, Ch rivată continuă pe [t0, tj, t1>t0 + ТС, s), \y(t0)\ < 8, \\у(0) — Ло —/P» y (*)] | d< < y. Dacă 
am avea | y(t) |> y pe + T], atunci f<»+r . V[tO + T, + y«o)] + J f My ()-/[*, y(5)]| d* — J«0 - Су (t) D dt < J£ 8 + Jkfy - TI 
= 0 | ceea ce e contradictoriu. Eezultá că există t€[JO , + Т] astfel ca УСТ) «y < Yi. Сит^\у (1) -f(t,y(t)) dt^l*Ny(t 
)-f(t,jf( *))|dIl «Y «YI Jt. Ю rezultă conform alegerii lui cá | y (t) | < s pentru t < t < ^, deci în orice caz pe [tO + T, 
Conform proprietăţii 4) rezultă imediat stabilitatea asimptotică integrală. Din această lemă rezultă imediat: TEOREMA 1.8". 
Dacă soluţia banală a sistemului (1) este uniform asimptotic stabilă ea este si integral asimptotic stabilă. Am văzut în acest 
paragraf că stabilitatea asimptotică uniformă implică stabilitatea în raport cu perturbații permanente, stabilitatea în raport cu 
perturbatiipermanente mărginite în medie, stabilitatea asimptotică integrală. în încheierea acestui paragraf vom arăta că ea se 
conservă si în cazul unor perturbații permanente care însă tind către zero cînd t oo. Pentru aceasta vom avea nevoie de o lemă, 
cu interes în sine, care dă o slăbire a condiţiilor din teorema 1.5. LEMÁ. Presupunem că există o funcţie V (t, x) cu 
proprietățile: 1? a(t, | 8 |) < V(t, x)^b(w) 2° Um sup + *(« + >, «| <_„(,,, „|, hunde b (r) e continuă, monoton 
crescătoare, b(0) = 0, iar a (t, г), c (t,r) sînt continue şi astfel încît pentru orice pereche 0 < a £ < Н există 6 (a, p) > 0, К(ос, 
P) > 0 astfel încît a(t, г) > fc(oc, p), c(ty г) > fc(oc, p) pentru a <; г << (3, $>-0(а, (3). Jitmci soluţia banală a sistemului (1) 
este uniform asimptotic stabilă. Demonstraţie. Fie s > 0, 0X = 0 (s, е), Tex = Te(z, s). Avema (t, e)? Ic1 pentru Fie ?o(£)«6"1 
е)]. Yom avea x)>a(t, |а?))> > \ dacă | a? | = e, J> OX, si V(% x) < 6(| x |) < dacă | x | < е). Fie 02 = 0 [-)Qi(6), e]. Atunci 
pentru t > 02, % г < s vom avea c(t, г) > 0. Fie acum 0 = тах(0х, 02) şi 73 (s) ales astfel încît #0 | < rj şi & ^^ O implice | x(t; | 
< yj! pentru 0 < J< 0. Alegerea lui y](e) este posibilă pe baza lemei 0,7, conform căreia avem F' (и) du !*(«$ «0, «b)I < I 
«bleJj? « K |e *?. 


104 TEORIACALITATIVÀ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Condiţia \х0\ < Ҳе) ©—*«<«> implică | x(t; t0, x0) | < y)x 
pentru deci putem lua уј(е) = Ҳе) e-^8(s). Dacă 0! < vj(s), vom avea în particular | a?(0 ; t0, x0) < y)x pentru 0 <; 0 < 0. 
Dacă există t > 0 astfel ca | x(t-, t0, | > e, există h > 0 astfel «a | a?0) | = s şi \х( В t0, a?0)| < e pentru 0 < t < И. Deoarece h > 0 > 
ОХ şi [x (h ; #07 xQ) = e, rezultă V [t19x (h; t0, &0)] > \ ) pe de altă parte, Е [0, #(0; toy x0)1 < Tex. Eezultá cá va exista 0 < 
t2 <h astfel ca V [t2, x (0; x0)] = ifc, si F [t, a? (J; , a?0)] > , pentru t2 < J < h- Eezultá deci | x (12; t0, #0)| >у)х. Din 7)! < |a? 
(t2 ; a?0) | «esit 0 > 02 rezultác (0, |a?(t,; t0, a?0) |) > 0, deci ИТУ gu p F [t2 + Ji,x(t2 + h-,t0, x0)] — V [t2Jx (t2 ; t0, а? 


0)] < Ji € — c [t2, X(t2-,t0, x0) |] «0. Dar din F p2, х (0; a?0)] = Texi V [t, x(t:t0, a?0)] > pentru t2 < t> rezultă U ms u p F 
[t2  hx(t2 + Ji-,t0, x0)] - V fi2, a? (2 ; а?0)] ^ ОБ Am obţinut o contradicție, deci \х (t; t0J xQ) | < s pentru toti t > 0 dacă |â? 
0 | € yj (е). Cum pentru t0 < t < 0 avem (J; | € < % (e) < s» rezultă cá [a?0 | «73 (e) implică (J; tQ, x0) | < s pentru toti t >Pentru 
> 0 şi 0 | < rj < ух rezultă Е (JO, xQ) < Tex. Dacă există t > t0 astfel ca \х (t; t0, х0) | >- e, atunci există ^> t0 > 0 astfel ca x 
(hi h, x0) = e Şi I& (ti t09 x0) \ < e pentru t0 < < < V Din ^> 0 rezultă V [h9 x (hi t0, > departe demonstraţia decurge ca mai 
sus şi rezultă şi in acest caz \х (t; t0, x0) < e pentru t 1> t0. în definitiv, oricare ar fi t0J dacă | х0 \ < rj (е) rezultă I x (ti t0, х0) | 
< s pentru t > t0. Fie acum Ji > 0, ri (A) găsit ca mai sus, 0 < S < (A), yj (S) ca mai sus. Alegem OX = 0 (y), f), \= Te (yj, A), 
C1 =b (h) C2 = inic (ty r> pentru 0 < < < 0X, у] <г<А, =С1+ 611 ?2 1, T(8) = OX + Tx. Demonstrám că dacă \х0\ < y](fe), 
există t't [t0, + T] astfel ca I 8 (t' 1007 х0) | < y).Dacá nu ar fi aşa, am avea y] < (ti t0, х0) | < Ji(căci am ales pe х0 cu \х0\ < y) 
(JD)deci c (<, |a? (<; a?0) |) > C2 pentru < t < OX şi c \х (t; , 420) |) > \ pentru 0X < t < t0 + T. Notám 


TEORIA STABILITĂȚII 105, F* (t) = V [«,* (*; «0,®0)]. Avem F* (t0 + T) — Е* (*0) = F* (*0 + T) - F* (6X) + Е* (0X) - 
Е* (*0) <-^Т+ОХ | 0,|, deci V* (t0 + T) < F *(*0) - Tc, Tx + 0X |С21< 6 (A) - ^+ e^C.I = = — Tx + 0! C23 =0, ceea ce 
contrazice faptul cá V*(t0 + T)>a(t0 + T, x(t0 + T;«0, *0)) > > 0. Eezultá cá există f € + astfel ca | x ( Е; t0J x0) | < yj, deci a? 
(Е #0)) | < S pentru J > f deci in orice caz \х (t; 107 x0) | < 8 dacă |®0 | < tj (A), J> JO + T (8). Ou aceasta stabilitatea 
asimptotică uniformă a soluţiei banale a sistemului e dovedită. TEOREMA 1.8'". Dacă soluţia banală a sistemului (1) este 
uniform asimptotic stabilă şi dacă B (t, 0) = 0, lim B (t, a?) = 0 uniform în raport t -> оо cw a? pentru x | ^ а0, iar 22 este 
lipschitzianá, atunci solutia banalá a sistemului (8) este uniform asimptotic stabilá. Demonstratie. Considerám aceeasi functie 
Е (J, a?) ca in teorema 1.8. Prin ipoteză | 22 (t, 0)| «O(4unde & (*) 0 cînd] ^O 0 Si poate fi aleasă monoton 
descrescătoare. Aceleaşi calcule ca în teorema 1.8 conduc la »-H>+ Л Notámc (t, т) = с (г) -МО (<). Fie0<a<p <h, le (a, 
p) = — с (a). Din lim <S> (t) = 0 rezultă că există 0 (a, p) > 0 astfel ca pentru t > 0 să oo avem О (t) < (oc). Eezultá cá dacă a 
<r<p,t> 0 (a, (3), аует2М с («, г) >с (а.) - —с(а) > Te (а, P). Sînt verificate condiţiile din lemá şi teorema 1.8" 
rezultă astfel demonstrată. $ 9. SISTEME LINIARE CU COEFICIENTI PERIODICI Yom studia acum unele probleme de 
stabilitate pentru sistemele liniare. începem cu sistemele liniare cu coeficienţi periodici. Fundamentală în teoria sistemelor 
liniare cu coeficienți periodici este următoarea teoremă : TEOREMA 1.9. Fiind dat sistemul = A 1t) x, A (t + *>) = A (t), dt 


106 TEORIACALITATIVÀ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE există o matrice P (t), periodică de perioadă co, nesingulará, 
astfel încît schimbarea de variabile x = P (t) y să transforme sistemul într-un sistem liniar cu coeficienţi constanti. 
Demonstraţie. Ca pentru orice sistem periodic, o dată cu x (t) este soluţie şi x (t + co). De aici rezultă pentru sistemele liniare 
x (t + co ; s, x0) = x (t; t0, x (t0 + со; s, a?0)) = = C(t; t0)x (t0 + со; $, y0) = О (*; JO) О (t0 + co $) x0. Dar x (t + со; $, х0) 
= (7 (J + co ; s) х0. Eezultá O (t + co ; s) = C (t; t0) «7 (JO + со; s) Luind aici s = t0 + co, obţinem C(t+ co; 0 + co) = C(t;tO). 
Luind t0 = 0, s = 0, obţinem C(t + co; 0) = C(t; 0) C(co; 0). Notind C (t; 0) = U (t) această relaţie devine U(t + co) = U{t) U 
(co). Matricea U (co) joacá im rol esential in teoria sistemelor liniare cu «coeficientiperiodici; ea se numeste matrice de 
monodromie a sistemului. Matricea' О (co) este nesingulará, căci pentru orice t, t0 matricea С {6 t0) este inversabilá. Eezultá 
cá putem găsi o matrice B astfel са U (co) = = е5<0 *). Punem prin definiţie P(t) = f7(J)e-f«; *) într-adevăr, pentru orice 
matrice nesingulará A putem găsi o matrice B astfel ca *eB = A Pentru a arăta aceasta să presupunem mai întîi că A are forma 
normală Jordan; A =j /0 1—? = I \ DJK = ХЕС (EK Н Zfc), X& ^0 căci A este nesingulará, ZK = INJ І, 43*= 1 Xj У, 10 VJ 
" Zk *— 0. Seria V (— 1) are un număr finit de termeni nenuli, deci converge. Punem, prin |=1 1 definiţie, jfeti (Zfc Afe)* 


TEORIA STABILITĂȚII 107, P (t) este derivabilă şinesingulară o dată cu U (t) si e-Bt. Sá arătăm cáP (t) *este periodică. 
Avem P(t + <o) =TJ (t*-«*) е-*(«+<0) =0(0 17(<о)е-*«©-» = = U (t) e~m = P (t) '). Prin calcul formal se arată cá ш[^+— Zk) 
e V^ X* pentru aceasta se observă cá se fac aceleaşi calcule ca în identitatea 1 + x e In <1+а5) = 1 +f.-^+...U-1-f— 
— +12 7 2\2. (na x 12 In 2 unde seria ( x h ••• J are de data aceasta un număr finit de termeni nenuli. Fie acum Bk = (In ХК) 
ЕК + Avem şi dacă luăm vom avea MU Dacă A este acum o matrice nesingulará oarecare, există T astfel ca Т~1 AT = Af unde 
A *estejordanianá ; ре baza celor de mai sus există o matrice B astfel ca е^ = A. Atunci TeB T-^- ТҒЕ + — В + — В2 +... 
+ — Вп +... \Т-1=У 112! nl) = Е + —(TBT-1) + —&(T-BT-0D2- ... + — (T B T-i)n + ... = eT * T1 — A, П 2! nl deci luînd B 
= Т-В T- 1 vom avea eB = A. *) Am folosit relaţia e-B(t+ co) =е - £coe - Bt. această relatierezultá imediat din înmulţirea 
seriilor corespunzătoare, ca în cazul scalar. Observăm că relaţia eA .eB = eA+B nu e în general valabilă ; ea este însă valabilă 
dacă matricile A şi B sînt permutabile, adică dacă AB = BA. 


108 TEORIACALITATIVÀ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Sá facem acum schimbarea de variabile x = P (t) y. Avem x (t; 
x0) == = U(t)x0 = P (t) eEt x0 = P (t) y (t; x0). Eezultá că V (ti = e7 ^0 deci dy (t, x0) dt = BeBtx0 = By (<; x0), deci y (t; x0) 
este solutia sistemului liniar cu coeficienti constanti ^ — By. dt 9 Teorema este demonstratá. Sá observám cá din aceastá 
teoremă rezultă structura soluţiilor sistemelor cu coeficientiperiodici. Avem într-adevăr * (ti t0 , x0) = P (t) y (t; t0, a?0) = P 
(«) x0. De aici se deduce cá întreaga comportare a soluţiilor unui sistem liniar cu coeficienţi periodici va depinde de valorile 
proprii ale matricii В. Dar aceste valori proprii sint de forma —In unde pfc sînt valorile co proprii ale matricii de 
monodromie Е7(<о)*). Putem astfel formula următoarea teoremă : TEOREMA 1.10. Dacă valorile proprii ale matricii de 


monodromie se găsesc în cercul VÀ <; 1 iar valorile proprii situate pe jz | = 1 corespund unor celule jordaniene 
unidimensionale, atunci soluţia banală a sistemului este uniform stabilă. Dacă valorile proprii ale matricii de monodromie se 
găsesc în z | < 1 soluţia banală a sistemului este uniform asimptotic stabiláDemonstratie. Dacă |pfc | 1 rezultă (Qe— In pk <! 0 
; dacă pk | = co = 1 rezultă «Qi— In pk = 0, deci valorile proprii ale matricii B au părţi co reale negative sau nule, iar cele cu 
părţi reale nule corespund unor celule jordaniene unidimensionale. Tinind seama de structura soluţiilor siste*) în general, dacă 
B este construită ca în nota de la pagina precedentă se vede că matricea BK are valorile proprii egale cu In XFC, deoarece In 
fE& + are toti termenii situaţi deasupra diagonalei principale. Deoarece rezultă că valorile proprii ale lui B sint In v ..., In 
Xs. Cum B = T B T—1 rezultă cá şi valorile proprii ale lui B vor fi tot \9.. In Xs. 


TEORIA STABILITĂȚII 109 melor liniare cu coeficienţi constanti rezultă |еВ(< <о) | < M pentru t > t0. Dar atunci | 0 ( « ; W 
I«|P(«)1IeB(£—*0o]|rezultá uniform mărginită, căci P (t) fiind periodică şi continuă este sigur mărginită. Dacă \рК\ < 1, 
rezultă că valorile proprii ale matricii B au părţi reale negative, deci | eB (t-t0) | < jfe-a«-<o> ? de unde rezultă o evaluare 
analogă pentru \C(t]t0 ). Să observăm că dacă există o valoare proprie a matricii de monodromie situată în | z | > 1, atunci 
soluţia banală a sistemului este sigur nestabilă. Să dăm o demonstraţie teoremei 1.10 care nu foloseşte teorema 1.9. Din relaţia 
TJ (t+ «*) = U (t) TJ (<o) rezultă U(t + M - U (t) [U(o)f. Deoarece pentru un < > 0 oarecare există m natural astfel încît (m — 
1) co <; t < mco, rezultă U(t) = U ( £f) [U(o>)rA unde 0 < V < «o. Cum TJ este continuă, rezultă (t) «M i (U(«*)r-^, deci 
proprietăţile de márginire ale matricii TJ (t) vor depinde de comportarea sirului [17 (<*>)]*. Dacă pentru orice Tc > 0 acest 
şir este mărginit, atunci TJ (t) este mărginită pentru t > 0 şi are loc stabilitatea. Dacă I (U (<o))fe I< i*cu î < 1, rezultă Um [U 
(<0)]fe - 0 £->*00 deci Um TJ (t) = 0 t-i-ac şi are loc stabiUtatea asimptotică. Dar, dacă T este matricea care aduce pe TJ (a) 
la forma normală Jordan, avem Т-1 TJ (co) T = О, U(u>)= TU [TJ («9f — T TJ k TA Eezultá că proprietățile de mărginire ale 
sirului [U («0)]fc sînt identice cu cele ale sirului TJK . Dar deci 


110 TEORIACALITATIVÁ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE deci proprietăţile de mărginire ale şirului Uk vor depinde de 
cele ale sirurilor Ji. Dar Jki au pe diagonala principală numerele p? iar deasupra* diagonalei puteri mai mici ale lui p,. 
Rezultă de aici că necesar pentru ca TJ (co)]fc să fie mărginit este ca şirurile {р*} să fie mărginite, deci ca^ pentru valorile 
proprii pl să avem рр, | 1 . Dacă |] | = 1 şi celula jordaniană corespunzătoare nu е unidimensională, în matricea Ji apar 
termeni de forma Tc 1 care atunci cînd Јс-+оо devin oricît de mari, deci matricea j | nu este mărginită. Eezultá că necesar $1 
suficient pentru ca [17 (co)]* să formeze un şir mărginit este ca valorile proprii p, să fie în |z | < 1 iar cele pentru саге | pJ = 1 
să corespundă unor celule jordaniene unidimensionale. Dacă | p, |< 1 , atunci lim p* = 0 şi se vede cá o lim [U («0)]fc = 0. 
Teorema este astfel demonstratá. Valorile proprii p, ale matricii de monodromie se numesc multiplicatorii sistemului. 
Denumirea se justifică prin următoarea proprietate. PROPOZIȚIE. Necesar şi suficient ca să existe o soluţie a sistemului 
pentru care x (t + co) =рх (t) este ca psá fie o valoare proprie a matricii TJ (co). Demonstraţie. Orice soluţie x (t) se poate 
scrie sub forma Condiţia se scrie deci Dar deci X(t) = TJ (t) x (0). X (t + со) = p X (t) U (t + <o) # (0) = p U (t) (0). U(t + 
co) = U (t) TJ (co) U(t)JU(«o) x(0) = p U(t) x(0). Deoarece ТЈ (t) este nesingulará, condiţia devine TJ (u>) x (0) = p a?(0) si se 
vede cá p trebuie sá fie o valoare proprie a matricii TJ (co). Cu ajutorul teoremei 1.10 se pot obtine conditii efective de 
stabilitate pentru sistemele liniare cu coeficienţii periodici. lată cea mai simplă condiţie de acest fel: TEOREMA 1.11. Fie С 
o matrice constantă ale cărei valori proprii au părți reale negative, А (t) o matrice periodică de perioadă co. Dacă fco \ | A (t) 
— G^ dt este suficient de mică, soluţia banală a sistemului dx = A (t) x dt este asimptotic stabilă. 


TEORIA STABILITĂȚII 121. 12Î. Demonstraţie. Dacă x (t; x0) este soluţia sistemului care pentru t = 0 coincide cu x0 putem 
scrie x (t'y x0) = C x (Е x0) + [.A (t) — C]x(t; x0), dJ deci pe baza formulei variaţiei constantelor (t; х0) = eCi x0 + С ес<«-*> 
[А (*) -C]x(s; x0) ds. .o Această relaţie se mai poate scrie TJ (t) x0 = ect x0 + ^ e0**-* [А (s) - C] U (s) x0 ds, deci U (t) = ect 
+^[А (*) - C] TJ (s) ds. . o Conform ipotezelor avem | ect | < K e - \ deci 117(«)| «Ke-at + С |А (*) - 0| | U(s) ds. .o Notind 
obținem v (t) < + x С ЈА (s) - C | v (s) ds, Jo de unde К V U(s)—C 1 ds V (t) < Је JO in particular №0со Cfjd» ® К со)<ЈСе 
JO , deci r«0<o - a B 0 a) + EMM(s)—CWMs | U (n0 со) I < Ke j 0 DacáP?^w.^/v^,^an0-o,1,a VIA (s) - С\ ds <^— + 
In-|-, q<lf .o JL JL Jti rezultă I TJ (n0co) | < g < 1. 


112 TEORIACALITATIVÁ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Dar п0со este tot o perioadă a sistemului şi aplicînd teorema 
1.10 rezultă stabilitatea asimptotică uniformă. Avem însă, din cauza periodicitátii, “WOW > V | A (s) - С | ds = n0 \ | A ($) - 
С | ds, Јо Jo deci condiţia de stabilitate devine C41 J. (*) - <71 d* < + — 1 п- ^- • Јо К Kn0 К Cum n0 poate fi ales arbitrar 
de mare, rezultă că dacă [* 1 A(s) - Cds < — Jo К condiţia de stabilitate este asigurată. Yom stabili acum o teoremă care face 
să intervină unele consideraţii mai profunde. TEOREMA 1.12. Dacă B (t) este o matrice periodică astfel încît matricea de 
monodromie a sistemului — = B(t)x dt are valori proprii distincte situate pe cercul unitate, iar matricea periodică A (t) are 
proprietatea că ecuaţia caracteristică a matricii de monodromie a sistemului — = A(t)x dt rto este reciprocă şi în plus V | A (t) 
— B (t) | dJ este suficient de mică, atunci soluţiile sistemului H = A (t)x dt sînt mărginite pe toată axa. Demonstraţie. Fie V (t) 
matricea fundamentală de solutiia sistemului dJ iar U (t) cea a sistemului - f= A(t)x-, V (0) = U(0)=E. dt 


TEORIA STABILITĂȚII 113, Avem ^^ = A(t)TJ (t) = B(t)U (t) + L.A (t) - B(t)] ТЈ(0). dt Pe baza formulei variaţiei 
constantelor rezultă TJ (t) = V (t) + (t) V-1 (s) [A (s) - B (s)] TJ (s) ds. Matricea de monodromie V (ca) are prin ipoteză valori 
proprii distincte situate pe cercul unitate, deci are forma normală diagonală, elementele de pe diagonală avînd modulul 1. 
Rezultă de aici cá şirurile Fn (co) şi V~n (со), n = 1,2,..sînt mărginite, deci ре baza relației V(t+ со) = V(t)V( co) rezultă 
că F (t) şi F—1 (t) sînt mărginite. într-adevăr, pentru t arbitrar există m întreg astfel încît (т — 1) co < tf « mco, decit=t + 
(m - 1) co, unde 0 < # < co; rezultă V(t) = Y ( f£) V[(m- 1) co] = Е (f) V™-1 (co), deci Е (t) e mărginită pe toată axa. La fel, 
deoarece F"1 (0 este matrice de soluţii pentru sistemul adjunct, care este tot un sistem cu coeficienţi periodici, rezultă V"1 {t+ 
со) = Е"1 (t) F-M"), deci pentru orice t V = Е"1^) F-^(c0),ceea ce arată cá si F"1 (t) este mărginită pe toată axa. Avem TJ 
(t) - F (t) = C F (t) F- 1 (s) [.А (s) - B (*)] [U (s) - V (s)] ds + Jo + C F (t) F-1 (s) [А (s) - B (*)] F (s) ds. Jo Eezultá pentru 0 < 
t <; co evaluarea VU (t) - V (t) \^ MÀ" A (s) - B (s) Ms + Jo + IA (s) - B (s) IL 17 (s) - F (s) I ds. De aici deducem MT CO A 
(«)—B (#) 9$ | i7(co) -Е (со) |< MA | A(s)- B(s) dse Jj 


114 TEORIACALITATIVÁ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE $«o|A (s) — B (s) | ds este destul de mică, atunci matricile TJ 
(co) şi V (ca) diferă oricît de puţin între ele. Considerăm valorile proprii ale matricii F(co); conform ipotezei ele sînt distincte 
$1 situate pe cercul unitate. inconjurám aceste valori proprii cu cercuri destul de mici pentru ca in fiecare cerc sá se afle o 
singură valoare proprie şi cercurile să nu se intersecteze. Dacă (s)—B(s) | ds este destul de mică, matricile U(co) si V (ca) 
sînt destul de apropiate pentru ca în fiecare asemenea cerc să se afle o valoare proprie şi numai una a matricii 17(со). Prin 
ipoteză, matricea TJ (co) are ecuaţia caracteristică reciprocă, deci o dată cu pk este valoare proprie şi— ; P* deoarece U( co) 
este reală, atunci aste valoare proprie şi”-. Valorile pk РК si -i- sînt simetrice faţă de cercul unitate şi dacă pk este într-un cerc 
P* mic cu centrul pe cercul unitate, atunci— este în acelaşi cerc. Dar ?k în cercurile construite se află o singură valoare 
proprie a matricii TJ (co), deci pk şi coincid. Pk Aceasta înseamnă însă cá pk pk = 1, deci \ рК\ 1, deci valorile proprii ale 
matricii TJ (co) se află pe cercul unitate. Din faptul că valorile proprii ale matricii V (co) sint distincte, rezultă că şi cele ale 
matricii U (co) sînt distincte şi teorema este demonstrată. Vom stabili acum unele fapte care ne vor permite să dăm teoremei 
demonstrate un caracter mai efectiv. Foarte adesea în problemele de mecanică se întîlnesc sistemele canonice de forma dPi _ 
dH dgi ЧН dJ дд dJ dpi în cazul cînd Н este o formă pătratică în variabilele р{ , & cu coeficienţii funcţii de t, sistemul 
rezultă liniar. Notind Pi = qt = (cni, Н = — £ h^ (t) x( xf, sistemul canonic liniar se scrie: CLI j СЁ] 


TEORIA STABILITATII (о E ^n J, unde En este matricea unitate de ordinul n, vom avea IH = 0...0 1 0...0 0...0 0 1...0 -1...0 0 
0...0 fhn^1.2n2.2n hn+1.1 *«»* hn*1,n hn*1.2n 2n ' +] eee hn+,n ^nH.n*1 ***^mt1.2n * — Ли... —hin — . . . —A12» 
$1 se vede că sistemul se poate scrie sub forma da? dt = IH (t) x. PROPOZIŢIE. Dacă U (t) este matricea fundamentală de 
soluţii cu U (0) = E avem U*IU = I. Demonstraţie. Avem Dar dt dt d< di7 = mu, dt dt U*H*I* , deci deci dt Dar [U*IU]- 
U*H*[*]U-- U*IIHU. I* = - I, H* = Н, dt [ U*I UA= — U*HII U + U* ПН U. Se verifică prin calcul direct cá P = ( 0 0 EA = Ё 
ЕпО\ KL—EOJ-EnOJLO—EJ 


116 TEORIA CALITATIVA A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE Eezultá «L[U*IU] = U*H U — U*HU = 0, deci U*I U este о 
matrice constantá. Pentru t — 0, aceasta coincide cu I, deci pentru toti t avem Matricile cu proprietatea A*I A — I se numesc 
simplectice. Propozitia demonstratá afirmá deci cá pentru un sistem canonic matricea U (t) este simplecticá pentru orice t. 
Dacá presupunem acum cá H (t) este periodicá de perioadá «o, din propozitia demonstratá rezultá cá matricea de monodromie 
este simplectică. PROPOZIȚIE. Ecuația caracteristică a unei matrici simplectice este reciprocă. Demonstraţie. Din АЎ A = T 
rezultă I-XA*I = A'1; dar A şi A* au aceleaşi valori proprii, A* $1 I"1 A*I au aceleaşi valori proprii, deci А $1 1"1 A* I au 
aceleaşi valori proprii, deci A şi А'1 au aceleaşi valori proprii. Dar dacă pk este o valoare proprie a matricii A, atunci P* 
este valoare proprie a matricii A deci o dată cu valoarea proprie matricea simplectică A admite şi valoarea proprie — , deci 
ecuaţia ei caracteristică este reciprocă. Din cele două propoziţii de mai sus rezultă următoarea propoziţie cunoscută sub 
numele de teorema lui Poincare-Liapunov: PROPOZIȚIE. Ecuația caracteristică a matricii de monodromie a unui sistem 
canonic este reciprocă. Din această propoziţie rezultă în particular faptul că pentru sistemele canonice cu coeficienţi periodici 
nu poate avea loc stabilitatea asimptotică deoarece dacă sistemul admite un multiplicator în interiorul cercului unitate, el 
admite numaidecit şi un multiplicator în afara cercului unitate (simetric cu primul). Pentru sistemele canonice, ca pentru toate 
sistemele pentru care ecuaţia caracteristică a matricii de monodromie este reciprocă, poate avea'loc numai mărginirea 
soluțiilor pe toată axa, şi anume în cazul cînd multiplicatorii se află pe cercul unitate şi forma normală Jordan este diagonală. 
Vom pune acum în evidenţă încă o clasă de sisteme pentru care ecuaţia caracteristică a matricii de monodromie este reciprocă. 
"PROPOZIȚIE. Dacă TJ* IV = I. GA ( - t) + A (096 = 0, unde 


TEORIA STABILITĂȚII 117, ecuaţia caracteristică a matricii de monodromie a sistemului dt este reciprocă. Demonstraţie. 
Pentru sistemele considerate are loc relaţia U(-t) -GU(t) G-^ într-adevăr, avem — [GTJ(t) - U(-t) G] =G áUW U(-t)G = dt dt 
dt = GA (t) U(t) + A (-t) TJ (—t G=[GA(D+A(-t)G] TJ (9 -* - A(- t) [TJ(-0G -G U(t)]; dar G = GA deci GA (t) + 
A(-0G = G-1A (t) + A( - t) G'1 == G"I [A (t) G + GA (-1)] G-x = 0. Eezultá — [GTJ(t) - TJ(-0G] = - A (~t) [GU (t) - TJ(- 
t)G]. dt De aici se vede cá matricea GTJ(t) — TJ(—t)G verifică o ecuaţie diferenţială liniară şi deoarece pentru t = 0 această 


matrice este nulă, еа rezultă identic nulă. Dar dacă GTJ (t) = TJ(-t)G rezultă U(-t) = GTJ(t)G-1. Pentru t = o se capătă 17( - © 
) = GTJ(<*)G~1. Dar 1 7 ( - «) = [17 («)]-*. Eezultă că [(/(w)]"l coincide cu GTJ (w) G"1, deci are aceleaşi valori proprii 
ca TJ (о), ceea се arată că ecuaţia caracteristică a matricii 17(g)) este reciprocă. Pe baza ultimelor două propoziţii vom obţine 
imediat exemple efective de sisteme pentru care ecuaţia caracteristică a matricii de monodromie este reciprocă şi pentru care 
teorema 1.12 capătă un caracter foarte efectiv. PROPOZIŢIE. Considerăm sistemul de ordinul al doilea d2y *[C + P(«)] y = 
0,42 


118 TEORIACALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE unde G şi P sînt matrici de ordinul n. Dacă matricile С şi P sînt 
reale şi simetrice sau dacă G este reală oarecare şi P (—t) = P (t), atunci ecuaţia caracteristică a matricii de monodromie este 
reciprocă. Demonstraţie. Dacă G şi P sînt reale şi simetrice, sistemul echivalent dt dt este canonic. într-adevăr, matricea 
sistemului este de forma A=| 0 V - C- P oj (C 1 POVO E)9 ^?odatácuGsiP. Dacă С e reală oarecare şi P (—t) = P (t) avem А 
(-«) = (° E] = A(0, GA(t "f v'I- C-P(-t)ojlo-*Po)[-C-P0) deci A(£G + GA (t) = 0, adică GA ( - t) + A(t)G = 
0 şi propoziţia e demonstrată. Putem acum formula: TEOREMA 1.12'. Considerăm sistemul dt* unde 1) С este simetrică şi 
pozitiv definită, iar P (t) e simetrică sau G este reală oarecare, cu valori proprii distincte şi pozitive, iar P (—t) = P (t); P (t) 
este periodică in t de perioadă «o; 27T 2) dacă Ој ,..., co^sint valorile proprii ale lui С şi a3 = > atunci co <*>, + <*h = 
moSAtunci, pentru | X | suficient de mic, soluţiile sistemului sînt mărginite pe toată axa. Demonstraţie. Ipoteza 1) asigură că 
ecuaţia caracteristică a sistemului este reciprocă; pentru X = 0 se capătă sistemul dy dz ^ 


TEORIA STABILITĂȚII 119, Fie В = ^j; matricea de monodromie corespunzătoare este еВ<0. Valorile proprii ale matricii 
еВ<0 sînt de forma eV?, unde Хіс sînt valorile proprii ale matricii B. Aceste valori proprii sint date de ecuaţia de tf- XJ 5» 
)=0..G-XJ0./ Раг деЈ-ХЈ7п Еп\ае/ 0 Ећ= аеї( 0 х2 ^п). Eezultă că —Х2 sînt valorile proprii ale matricii 
O, deci — X2 = o*. Deducem de aici că valorile proprii ale matricii B sînt de forma + i > deci valorile proprii ale matricii 
efi«0 sînt de forma е+^3<0. Dacă c^ + co^ rufa, rezultă o,- = , deci io, w deci va6) lorile proprii е+10Ү? sînt distincte. Sîntem 
astfel în condițiile teoremei 1.12 şi deducem că soluţiile sistemului sînt mărginite pe toată axa pentru | X | suficient de mic. $ 
10. CONDIȚIA LUI PERRON DEFINIȚIE. Vom spune că sistemul = Alt) x dt satisface condiţia lui Perron dacă pentru orice 
funcţie continuă f (t), mărginită pe semiaxa t >- 0, soluţia sistemului at cu x (0) = 0 este mărginită pe semiaxa t>- 0. 
TEOREMA 1.13. Dacă \А (t) | <; АО şi sistemul satisface condiţiei lui Perron, atunci soluţia banală a sistemului este uniform 
asimptotic stabilă. înainte de a trece la demonstraţia teoremei vom stabili o serie de fapte preliminare. LEMA 1. Există 80 > 0 
astfel încît oricare ar fi t, 9 > 0 $118 ~ to I ^^o sáavem X (1,5 ) - Х (1, «K-^I-T&WI. Z Demonstraţie. Din X(t,x)=X(t, 

t0) X(t0,s) 


120 TEORIACALITATIVÀ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE rezultă [X («, 8) - X («, *0)| «X (t, t0)NX (t0, s ) - E |. Dar X 
(t0, s) = Y JO) ds deci Y (s, t0) = E — Y (a, £Q) J. (a) da = E — X *o) A (a) da + ^A (a) da, de unde | Y (s, t0) - E| c TI A 
(a) 1 da +T | (а, *0) - E [А (a) | da J«. X deci | Y (s, *0) - Е |< AO 80 e^o, А0 = sup (0 |. Dacă SO e suficient de mic, rezultă 
2 si lema e demonstrată. CONSECINŢĂ. Există $0 > 0 astfel ca A IX (t, t0) X (t, s) I < ^o) | dacă s — t0 ^C 80. 2 2 LEMA 
2. Dacă ^| X (J, а) | da < C pentru t > 0, Jf astfeZ ca | X (t, a) | < Jf pentru 0 < a < t. Demonstraţie. Dacă afirmaţia nu ar fi 
adevărată, există an şi t^ astfel ca 0 < an < tn şi \Х (tn, ос] | > w. Sirul {tn} este nemárginit. întradevăr, dacă tn < TO am avea | 
X (tn, an) | < ceea ce contrazice felul cum au fost definite an şi tn. Dacă (aj este nemărginit, avem C^[nX(tn, а) |da» rn^ 8? 
| X(tn, a) | da > SO AX (tn,*n) \ > + 80 n Jo Joc n ^^ ceea ce este contradictoriu. Dacă an nu este mărginit, avem С> fW | X(tn, a 
)|da>rn|X(tna)|da>^-80 |X (tn, xn) Jo Joc*—80 ^ ceea ce este din nou contradictoriu. Lema e demonstrată. 


TEORIA STABILITĂȚII 121. ТЕМА 3. Dacă sistemul satisface condiţia lui Perron, atunci există C astfel ca [ \Х (t, a) | di < C 
pentru orice t > 0. Jo Demonstraţie. Soluţia cu condiţia x (0) = 0 a sistemului neomogen este dată de formula x (0)=^Х(ї, a)/(a) 
da. .o Din condiţia lui Perron rezultă cá pentru orice funcţie continuă şi mărginită / definită pe t > 0, funcţia” X (t, a)/(a) da 
este mărginită. Pentru t fixat, considerăm operatorul TJ i f) care aplică spaţiul Banacb al funcțiilor vectoriale continue /, 
mărginite pe semiaxa t>- 0, în spaţiul vectorilor numerici, definit de U ( f) = [ x ( t , a)/(a) da. Jo Fie {tk} şirul numerelor 
rationale pozitive, U К ( f) = X a)/(a) da. Deoarece pentru |/| «cl functiaa)/(a) da este mărginită, rezultă lim sup | 
IM^ | « o o . k-*ao Deoarece sfera ||/| < cx este în spaţiul Banach considerat o mulțime de-a doua categorie, putem aplica lema 
lui Banach-Steinhaus şi deducem, că există M cu \ТЈК (/)| < MMA pentru orice / din spaţiu, deci IPV(It £«)/(«) d « |< Jf|/|. 'A 
Pentru t real oarecare există un şir {tnk} de numere rationale a cărui limită este t. Din „«)/(«)da rezultă R а) / (а) da'n < M < 
M 


122 TEORIACALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE pentru orice / din spaţiu. Fie xik elementele matricii X (t, a); 
pentru t fixat considerăm vectorul fk ale cărui componente /* sînt egale cu sign xtk. Vectorul Xfk va avea componentele sign xik 
= Yi I xik Ik К Fie fk-n un şir de vectori, cu elementele funcții continue tinzind către fk. Pe baza teoremei lui Lebesgue de 
trecere la limită sub semnul de integrare, rezultă lim C X (t, a) fk'n (a) da = СХ (t, a)/* (a) da )o Јо şi din ^ X («,«)/*«»(«)da | 
<J f|| о rezultă pentru n oo r-< I . o deci «)/*(«) da^nI(«»«)! da «Jfx. *0 A; Deoarece această relaţie este adevărată pentru 


orice i rezultă că există C astfel ca ^| X (t, a) | da < G şi lema e demonstrată. Demonstrația teoremei 1.13. Din lemele 2 şi 3 
rezultă stabilitatea uniformă. Mai departe din |X (a, t0) < М rezultă pe baza condiţiei Іш Perron |( J (t, a) X (а, da < 01 deci 
«[X(Mo)l < Ov \X(t,t0)\ у <3eea ce arată că are loc stabilitatea asimptotică. Tinind seama de lema 3 avema )I(a,gda 
X(*a)|X(a,*0)|da«IJo.0«MfIX(La)Ida« MC =CX 


TEORIA STABILITĂȚII 123, deci C1 este independent de t0. De aici rezultă că stabilitatea asimptotică e uniformă $1 teorema 
e demonstrată. O generalizare a teoremei 1.13 datorită Іш M. Reghiş se obţine în felul următor. Fie LI spaţiul funcțiilor 
vectoriale definite pe semiaxa t >- 0 măsurabile şi astfel ca |h (s) \v epas ds < oo, L™ spatiulfunctiilorpentru care vrai sup | В 
(s) \ eas < oo. Luind în aceste spatii normele P «> = ft («) \р evas te^'P € [1, оо) respectiv II AII(&.«) = vrai sup \(5)\ eas, 
o 0 LI si Lr devin spatii Banach, căci operatorul liniar £2« : Lva-+Ll definit de h = e(a 6)s В (s) este un izomorfism izometric 
între LI siLl, iar Leste spaţiu Banach. LEMA 4. Dacă Vu = f X (ts)u (s) ds Jo este un operator din LI in 17м, atunci WNVuW 
{со.Б)< M NW Demonstraţie. Dacă e şirul numerelor rationale pozitive şi СІК Vku- euk V X (tk, s) u (s) ds, Jo avem, prin 
ipoteză, pentru utL?o sup || Vk (u) || < oo, deci conform h^ lemei Banach-Steinhaus || УК || <; Jf, deci sau de unde || Vku | < M || « 
|0,2, e«* C* X (tk, s) u (s) ds |< М | u IU,, >n ewK' X (t, s) ($) ds I < M\u\\(v,a) şi lema e demonstrată. TEOREMA 1.13'. 
Dacă există pt[ 1, + oo) astfel ca pentru orice ft L* soluţia cux (0) = 0 а sistemului^- A(t) x - f dt 


124 TEORIA CALITATIVA A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE să aparțină lui LvbJ a, b > 0, atunci există h > 0 astfel ca 
\X(t,t0)\<Che«'o e-«, pentru t > t0 > 0. Demonstraţie. Fie 80 constanta din lema 1. Definim funcţiile = X(sm80)x0 ^( m*1) 5 
о L|a?0 | =1, еаѕ\Х (s,m80) 0 [mS0, (т + 1) *0], s > 0. Avem gia si | um |(Р.а) < 1. Conform lemei 4,  LIp(mfl)80 M e-w > 
Jo LU. e«sX(s,m80)| «x 80"|J(«,m8(12 nm+l)« :0) 1 JM80 ds Im80o ea* | X (s, mS0) | > > So » -[X(«,mS0 )|50 e"»8» e- 
""18» 3 < căci | X (s, m80) | < — pentru m80 < s < (m + 1) S0, 2 Eezultá 1 o I^I € *o —^8 01 ' eaS? eam8? ° 2 Fie $ € [0,*] 
şi mastfel cam 80 $ < (m + 1) 80. Eezultá | X (6s) | < | X(tÁm80)WX(m80,s) | «^| X(t,m80) | < Z < irMea8?So9 е"8 =h e™ şi 
teorema e demonstrată. Yom demonstra acum o teoremă datorită tot lui M. Eeghis relativă la existenţa unei funcţii Liapunov 
pentru sistemele liniare cu proprietatea din teorema 1.13'. TEOREMA 1.6". Dacă X (t, t0) | < h ea«? e-w, atunci oricare ar fi 
8 < b există V(x,t) continuă, cu proprietăţile 1? F (0, 0 =0,1> 0, 2°|Е^,*)-Е] « (9K - a2 | pentru xi € D, 3 lest | < Е 
(x, t) < Tc (8) e((a—b +8)tX lim sup a—>>0+ V [x (t  h-,t9 x), t + h] — V [x t] Ti 


TEORIA STABILITĂȚII 125, Demonstraţie. Se defiiieşte V (x, t) = e 8 t || * (t; t, х) | dr. Convergenta uniformă a integralei e 
asigurată pentru 0 < t < T, v <J5L datorită ipotezei 8 < b. V(x,t)- V(x2,t0|«VeJO0OS dx «&(t;t,a?x)-|x( 65,(9)| <e ST 
\x(xit,xj )— x (X ; t, x2) | dx < eST |J (t, <) | dx \x1-x2 |< < L (t) | - | unde L (t) = J" e»T | X (t, 9 | dx < fe^V e-* е*< dx = r»(«t- 
#+81« b-8 Mai departe V (x, <)< eST | X (x, t) | dx | x |= L (t) \x \= Је (8) e( a -^*8 * C«o fi*a 1 V (xt) > eStN I « (х; t,x) | dx > 
e8H \х (x; t, x) | dx > — «xe8« \х \ (cu aceleaşi raționamente ca în teorema 1.6"). Se vede imediat cá 1*00 1*00 V [x (t; t0, 
x0), t-^ = Ve8^I x (х; t, x (t; tw a?0)) | dx = ^ e8x | x (x ;<0, x0) | dx deci Pentru t = se capătă condiţia din enunţ. Sá incheiem 
aceste consideraţii cu o teoremă de stabilitate după prima aproximaţie. TEOREMA 1.7"'. Dacă \Х (t, I < ^ ea'? oricare ar fi 
funcţia 0(а>, «) |®(а?,0 | < / ( OI 8r,]B[|<D,/€lio,11/1U» «K,solutia x (t-y t0, x0) a ecuaţiei dà? — — A (t) x + Ot), ew || 
suficient de mic verifică inegalitatea I «o, ®0) e~w « > t0 > 0. 


126 TEORIACALITATIVÀ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Valoarea iniţială x0 trebuie să verifice relaţiile: («) dacă a > b 
,m»^pt[l,-*0oo]b--i-11K]|« [2(m-Dhm |[/|U, | e'*-™"»' |(,.0)] —-+-=1;P(P)dacăa>6,m=->p=li IGOI« 
[2 (w -1) em(a-6)«o II / |(1.0,7- 1; (y) dacáa« &, m» 1, рЕ [1, + oo] 11<[2 (m—1) fc* || |(27,0) | e(a-w6)0|(9,0) ] 1 + 
1=1; У (5) дасаа < &,»-1,p6[1,-*00], ||| < D. Demonstraţie. AvemI ® (Мо ^о) К Т^ (Мо) II * £O(T), t| d / > 
^o > 0. J«o Punind J = t0 + 8, t= t0 + a, | x (t0 + 5: t0, x0) | = <р ($), 9 (0) = | ®O I rezultă 9 (s) < ft ea<° e-w» 9 (0) + ^hea 
t*--0) f (t0 + a) «pm (a) da, sau9 («) < X e-65 9 (0) - K T f(t0-- a) 9™ (a) da, ."o unde _ Jft e ( a— , a > b \h, a < 6 Раса ^ 
(s) este definită de ecuaţia <|; (s) = К er* 9 (0) + X er» C e*? / (/0 + a) (s) ds, s > 0, Jo atunci ds în cazurile (a), (£), (y) 
aceasta este o ecuaţie de tip Bernouli şi obţinem г 


TEORIA STABILITĂȚII 127, Dar ty (0) = K 9(0) si 9 (*) < ty (*), deci 9 («ХХ©-6 " 9 (0)]— (m—1) Km [<р (O)]^-1^ 4 a) 
daj in cazul (a), К = h ©<-*>"*, + e(fl—6,0 da < | / |(p.o, | ©<-*>" | U si rezultă tinind seama de evaluarea pentru \х0\ 1 9 (s) 
< 21TM——| TI & А-В)Т°е-®5 9 (0), deci 1 \х( t0, a?0) Ке". ©-* | a?0 |, JT = ft. Celelalte cazuri se tratează la fel. 
COMENTARII BIBLIOGRAFICE Expuneri generale asupra teoriei stabilităţii după Liapunov se află” fa [8], [9], [10]. 
Noţiunea de stabilitate uniformă a fost introdusă de K. P. Persidski în [11]. în legătură cu stabilitatea în raport cu o parte a 
variabilelor, ideile fundamentale pot fi găsite în [12]. Proprietatea 3) relativă la stabilitatea asimptotică a fost dată în [13]. 
Prima teoremă generală cu privire la existenţa funcției Liapunov în cazul stabilităţii asimptotice uniforme, precum şi definiția 
stabilităţii asimptotice uniforme au fost date în [14]. Teorema 1.5' aparţine lui îsT.N. Krasovski. în prima ei formă, pentru 
sistemele autonome, teorema a fost stabilită într-o lucrare comună a lui E. A. Barbaşin şi is T. isT. Krasovski. Această teoremă, 
ca şi celelalte contribuţii importante ale lui TS. N. Krasovski în teoria stabililitátii, se găsesc în [15]. Rezultatele lui C. 
Corduneanu sînt publicate în [16]. Teorema de existenţă a funcției Liapunov pentru sistemele liniare a fost dată în [17]. 


Elementele de algebră liniară şi teorema de aducere a matricilor la forma normală Jordan sînt reproduse după [18]. 
Demonstrația algebrică a teoremei de existenţă a funcţiei Liapunov pentru sistemele liniare cu coeficienţii constanti a fost dată 
în [19]. Demonstrația teoremei de stabilitate după prima aproximaţie fără folosirea funcției Liapunov, cu ajutorul formulei 
variaţiei constantilor, a fost dată de R. Bellman. Pentru ideile şi metodele lui R. Bellman este caracteristică monografia [20]. 
Cealaltă schemă de demonstrare a teoremei de stabilitate după prima aproximaţie a fost dată în [21]. Teorema de stabilitate 
după prima aproximaţie, în cazul cînd prima aproximaţie este omogenă de grad m, se găseşte cu demonstraţia lui I. G. Malkin 
în [9], cu cea а lui J. L. Massera în [10], cu cea a lui Н". N. Krasovski în [15]. Demonstrația din text e nouă şi se bazează pe o 
idee 


128 TEORIACALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE & lui D. Wexler. Propozitiile 1), 3), 4) de la sfîrşitul $ 7 sînt 
date în [22], [23]. Teorema 1.8 a fost dată de I. G. Malkin în [14]. Noţiunile de zonă periculoasă şi nepericuloasă ale frontierei 
domeniului de stabilitate fost introduse în [24]. Lucrarea lui T. Hacker a apărut în [25]. Teoremele asupra stabilității în raport 
cu perturbații permanente mărginite în medie au fost date în [26], iar noţiunea de stabilitate integrală şi teoremele 
corespunzătoare în [27]. Noţiunea echivalentă de stabilitate tare definită de Okamura a fost reluată în [28]. Lema care precede 
teorema 1.8'" şi această ultimă teoremă, au fost stabilite în forma din text de către D. Wexler. Teorema 1.8'" a fost publicată 
anterior într-o notă a lui I. С. Malkin. Teorema de reductibilitate a sistemelor liniare cu coeficienți periodici a fost stabilită de 
A. M. Liapunov în [8]. Sub forma din text ea a fost demonstrată în [29] (vezi şi [3]). Proprietăţile fundamentale ale sistemelor 
liniare canonice cu coeficienţi periodici au fost stabilite în [30], [31]. Rezultatele din text sînt reproduse după [32]. Condiţia 
lui Perron & fost formulată în [33]. Demonstrația bazată pe teorema lui BanachSteinhaus a fost dată de E. Bellman în [34]. 
Eezultatele lui M. Eeghis se găsesc în [35]. 


CAPITOLUL II STUDIUL STABILITĂȚII ABSOLUTE LA SISTEMELE NELINIARE DE REGLARE AUTOMATĂ Un sistem 
de reglare automată constă din obiectul reglării şi regulator. Regulatorul are sarcina să menţină în obiectul reglării o anumită 
mişcare, deci procesul reglării constă în faptul că regulatorul se opune oricăror abateri de la această mişcare. Mişcarea 
sistemului de reglare considerat ca un întreg este descrisă dà? de un anumit sistem de ecuaţii diferenţiale ordinare — = X (t, 
x). dt De fapt se poate întîmpla să apară şi ecuaţii cu derivate parţiale, ecuaţii integro-diferentiale, sau ecuaţii cu argument 
intirziat; aceasta depinde de natura elementelor cu ajutorul cărora se realizează sistemul. în cele ce urmează se vor considera 
numai sisteme a căror mişcare este descrisă de ecuaţii diferenţiale ordinare. Fie x = x0 (t) mişcarea pe care dorim să o 
menţinem. Abaterile sistemului de la această mişcare pot fi provocate fie de perturbații instantanee, care, aşa cum am mai 
văzut, se traduc prin modificări ale condiţiilor inițiale, fie de apariţia unor perturbații permanente. Practic, menţinerea 
mişcării dorite revine la faptul că mişcarea reală a sistemului se'mentine în apropierea mişcării dorite. Se vede deci cá 
problema revine la asigurarea stabilităţii mişcării x = х0 (t) în raport cu orice abateri ale condiţiilor initiale şi cu perturbații 
permanente. Asemenea stabilitate este asigurată, după cum am văzut, dacă soluţia x = x0 (t) este uniform asimptotic stabilă in 
mare. Prin urmare găsirea condiţiilor de stabilitate pentru sistemele de reglare automată revine la găsirea unor condiţii de 
stabilitate asimptotică în mare. Ecuațiile sistemelor de reglare uzuale vor avea forme particulare speciale şi condițiile de 
stabilitate vor trebui să fie pe de o parte efective, pe de altă parte suficient de largi pentru a lăsa o anumită libertate 
proiectantului în luarea în considerare şi a altor calităţi care se cer sistemului. Yom presupune că obiectul reglării este 
determinat de m coordonate generalizate ... ,v)TO, iar regulatorul de o singură coordonată fx. Mişcarea 9 — c. 3902 


130 TEORIACALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE obiectului reglării va fi descrisă de ecuaţiile —^ — fk . .7)m, 
ja, t) dt d2ix iar a regulatorului de o ecuaţie —- =F ( 7 . .r)m, tx, t). Ca întotdeauna dt2 în problemele de stabilitate, se 
formează ecuaţiile mişcării perturbate^ reducind problema la studiul stabilităţii soluţiei banale. Pentru sistemele de reglare 
uzuale de care ne vom ocupa, se consideră că ecuaţiile mişcării perturbate nu depind explicit de t, şi se mai fac în plus unele 
ipoteze simplificatoare care conduc la faptul că unele ecuaţii rezultă liniare. Toate aceste ipoteze corespund unor scheme 
tehnice efective şi sînt justificate pentru clase largi de sisteme. Ecuațiile mişcării perturbate pentru obiectul reglării se 
presupun liniare cu coeficienţi constanti: ik — 2 БК yj, + nk Pentru (x = 0 se capătă mişcarea liberă a obiectului reglării, fără 
intervenţia regulatorului. Ecuația organului regulator se presupune de forma У2\ + W(1 + $ [ i =r (4), unde a = 2 */),— г 1х 
iar f*(c) este o funcție neliniară despre care se presupune în general numai că f* (0) = 0, a/* (a) > 0 pentru a = 0; uneori se 
consideră funcţii mai generale cu f*(a) = 0 pentru [a | < сг0, <*f* > 0 pentru [a |'> a0. Se presupune cá a, 6, р,, г sint constante. 
Dupá cum se vede, in aceste ecuatii singura neliniaritate este introdusá de functiaf* (a). Acest tip de sisteme a fost in mod 
deosebit studiat in ultimii 15—16 ani după. apariţia in 1944 a unei lucrări a lui A.I. Lurie şi У N. Postnikov. In ultima vreme, 
din ce in ce mai mult se pune problema lárgirii clasei de sisteme considerate, atit prin introducerea mai multor organe de 
reglare, ceea ce revine la introducerea mai multor funcţii cît şi prin luarea în considerare a neliniaritátilor reale în ecuaţiile 
obiectului reglării, ale regulatorilor sau în expresia mărimilor a, care caracterizează interacțiunile dintre regulator şi obiectul 
reglárii. în toate aceste direcţii există pînă acum rezultate puţine şi cu caracter de început. Ecuațiile de mişcare se aduc la 
anumite forme normale prin schimbări de variabile simple. Se pune t = p (L + q şi ecuaţia regulatorului se scrie sub forma V2 e 
qV* V2q2WrWq,0,.PP2P2P- 8 = 0. Notindsealegcoeficientiipsiqastfelincitj-fTFp-j cu pTO+ şi pm+2 valorile lui — 


care se obţin ca rădăcini ale acestei ecuaţii P se obțin pentru regulator două ecuaţii de ordinul întîi de forma : (X = — pm*1 
[X + ~ \= pmt] % — «* {+ Pf* (<%)e P 


STABILITATEA SISTEMELOR DE REGLARE AUTOMATA 131» Notind [i = Y)nrH se obţine, după schimbări 
corespunzătoare de notații, un sistem de forma n. « rk = 5] fjfca 7)а+ К 5 = — рп+1 5 + / (*), а= ра 7)а. (1) а=1 а=1 în 
cazul particular cînd $ = 0, ecuaţiile (1) capătă forma = Yi bkOL+ ^^ 5 =/a=S 7)A ; а în cazul cînd F2 = 0, după 
transformări simple se obţine m. ri “fe = YJ bka "*!«- nt^£— Р+/ б = 27 Р* V* + ЗМ ^j о în cazul cînd 8 = F2 = 0, 
ecuaţiile (1) capătă forma = £ + 9o [X, {X =f (a), а= 2 j YJa + 3>mH [X. а= 1 Aceste ecuaţii au fost studiate pentru prima 
dată de A. I. Lurie. în cele ce urmează! vom arăta cum se studiază stabilitatea pentru asemenea sisteme. 81. FORMA 
CANONICĂ 51 FUNCȚIA LIAPUNOV CORESPUNZĂTOARE Pentru sistemele de reglare automată se formulează 
următoarea problemă de stabilitate. Se cere să se formuleze condiţii relative la coeficienţii care intervin în sistem astfel încît 
soluţia banală a sistemului (1) să fie asimptotic stabilă în mare, oricare ar fi funcția f din clasa considerată («*/(«*) > 0 pentru 
С 4= 0, / (0) = 0). Dacă soluţia banală a sistemului este asimptotic stabilă în mare pentru orice funcție f din clasa considerată, 
spunem că sistemul este absolut stabil. Metoda dată de A. I. Lurie în studiul stabilităţii absolute se bazează pe aducerea 
sistemului la anumite forme canonice $1 pe construirea convenabilă a unei funcții Liapunov. n Se face schimbarea de variabile 
x8 — S] c(* Da + \; avem a=l X, = £ <£' Va + L= £ C f£ Кр 7)3 + HAd-pn*1L-*/(a).a-la-l Lp-l J Dacă vrem ca 
ecuaţiile să capete forma x8 = — рох8 + Қа) trebuie să avem x8 = — р, £ 733 — pa£ + / (а), deci coeficienţii trebuie 3-1 


132 TEORIACALITATIVÀ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE aleşi astfel încît p8 <73 = ^' Р»+1 — ?s— Yi ^ а ' a=l а=1 
Primele ecuaţii arată cá — p8 sint valori proprii ale matricii (&«*p). Dacă presupunem cá matricea (Вар) are formă normală 
diagonală, se poate alege matricea (с{*) nesingulará avînd drept linii un sistem liniar independent de vectori proprii. Ultimele 
ecuaţii servesc la determinarea completă a matricii c*', deoarece vectorii proprii sînt determinati pînă la un factor constant. în 
acest fel sistemul poate fi adus la forma n +1 ХК= — РКХ] с-+Ё{<;), К =1,2,..., п+ 1, а = £ yk xkk-l S-a notat E, = 
ха-+1. Pentru a vedea mai bine sensul transformării $1 a înţelege ce se petrece în cazul cînd matricea ( b n u are formă normală 
diagonală, să reluăm calculele notind : (с{:])= С, (6*3) = B, ут = *)> у®» = х, Kj = h. Sistemul (1) se scrie V)=B7)+hţ,i 
= -pnHi 1+1 (сг), a =(î>, y)), unde / P 1 \'" UJ Schimbarea de variabile are forma x = C y) + tu. Avem x = Oi + iu=C(Bn + 
ht) + ш = CBn + (C h - pniu)t *f(c)u. Dar У] = С-^х- lu) =x- 1 C21 u, deci x = GBC 1 x - [(СВС-1 + pni E)u- СЫХ (a) u. 
Forma canonică se obţine cerind ca GBC-1 să aibă forma normală Jordan şi în plus (CjBC-1 + pa-HE) и - Ch = 0. Fie CO 
astfel încît COBCO_1 are formă normală Jordan, şifie T o matrice de forma (%> 


STABILITATEA SISTEMELOR DE REGLARE AUTOMATA 133» unde Tk au aceleaşi dimensiuni ca celulele din forma 
normală a matricii В şi sînt de forma «1 a2. 0 0 0... .а2 rezultă, notind C = TCO, relaţia CBC 1 = ТСО BCVI T'1 = TJT 1 = J, 
unde J este forma normală Jordan a matricii B, (deoarece se verifică prin calcul direct cá Tk e permutabilá cu celula 
jordanianá Jk corespunzătoare). Alegind pe C de forma TCO, ultima ecuaţie se scrie (J + p n+ 1 E) = TCO В şi reprezintă un 
sistem de n ecuaţii pentru cele n necunoscute pe care le introduce matricea T. în general acest sistem admite soluţii nenule şi 
astfel se ajunge la forma canonică dorită. Alături de sistemele de forma *lk = S bka У)а +В КЕ, $ = — р ,, +1\+Ё(с), а 
într-o serie de probleme apare necesitatea considerării unor sisteme de forma generală î)k = £ bk* V* + hk (а), G= X Pa - 
y)a . a a Această formă generală conţine pe cea precedentă ca un caz particular, cum se observă imediat dacă notăm cu £ una 
oarecare dintre coordonatele Y)a. Cu notatiile matriciale de mai sus sistemul se scrie y)=J?7j + hf (a). Facem schimbarea de 
variabile x = Cri obţinem x = Cri = CBri + Chf(c) deci x = CBC^x + Chf(c). Alegem pe C astfel încît CBC'1 să aibă forma 
normală Jordan şi în plus Ch = u. Formele canonice astfel obținute sînt convenabile în cazul cînd matricea B are valori proprii 
cu părţi reale negative, aşa cum se va vedea cînd vom construi funcţia Liapunov corespunzătoare; acestea sînt sistemele aşa- 
numite propriu stabile. în celelalte cazuri se folosesc alte forme canonice, asupra cărora nu ne vom mai opri. Yom considera 
deci un sistem de forma x,. P* -/(<*), fc = 1,..., n+ 1, n+1 G = S y^kk— 1 (2) 


134 TEORIACALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Derivind ultima relaţie din (2) se capătă п+1 п+1 п+1 * = $ Y* 
=£ Y*( -Р***+/ (<0) =£ P*- rf(A). Yom presupune сар 1?..р $ sînt reale şi pozitive, iar pâ+1,.. . p.i vor fi 
presupuse două cîte două complex conjugate sicu pártireale pozitive. Constantele Ү1>•••> У«> Pi>ee*> P* VOR Flreale, iar ya 
+1,...yn+1,pâ+ 1 ,.. р Туог fi două cîte două complex conjugate. Vom considera soluţii ale sistemului astfel încît 
«Cjj***, COg sînt reale, iar xn+l două cîte două complex conjugate. Toate aceste considerente revin la ipoteza cá 
necunoscutele şi coeficienţii în sistemul iniţial erau reale, iar elementele complexe se introduc ca rezultat al schimbării de 
variabilă care a adus sistemul la forma canonică. Pentru a clarifica aceste chestiuni vom face cîteva consideraţii generale. Vom 
spune că un vector are proprietatea P dacă primele lui s componente sînt reale, iar celelalte, în ordine, sînt două cîte două 
complex conjugate. Vom spune că o matrice pătratică nesingulară are proprietatea P dacă are primele s linii reale şi 
următoarele, în ordine, două cîte două complex conjugate. PROPOZITIA 1. Dacă o matrice are proprietatea P , matricea 
formată din liniile reale şi din părțile reale şi cele imaginare ale liniilor complexe este nesingulară. Demonstraţie. Fie D 
determinantul matricii date, iar A determinantul matricii formate cu liniile reale şi cu părțile reale şi cele imaginare ale liniilor 


complexe. Avem D = «11 «41 b»-.1 + \е«+1.1 & H1 — 1 С5+1.1 ai» a, K+l.n + \ CsH.n 1>s+.n — * Cs *1.n «11 «i» а] 
&«ti.i +1 +. *2 bi*x.! 2 6*Ни «и «In = 2 ^s+i.i + i 0,+i.i * «sn * bs +l.n + ^s+.n h+1 .n 


STABILITATEA SISTEMELOR DE REGLARE AUTOMATA 135» = (2 1) axl ... * ala <Vu.i ° = (21) A $1 se vede cá А=^0 
o dată ctt D. Vom spune cá o funcţie vectorială Y(y) are proprietatea P dacă atunci cînd vectorul y are proprietatea P, vectorul 
Y(y) are proprietatea P. PROPOZITIA 2. Fie A o matrice cu proprietatea P , iar x un vector real. Atunci vectorul y = Ax are 
proprietatea P. Reciproc, dacă A este nesingulará şi y are proprietatea P, atunci x este real. Demonstraţie. Prima afirmaţie se 
vede imediat, deoarece primele 8 elemente ale lui y rezultă din compunerea liniilor reale ale lui A cu elementele reale ale lui 
x, iar ultimele prin compunerea liniilor complex conjugate ale lui A cu elementele reale ale lui x. Pentru a demonstra a doua 
afirmaţie fie BU+iV,x=uti VtU-i Vj Avem(BuHiBvUu— Vv (Uv Vu)Uu* Vv-H ( Uv- Vu)) Conditiaca Ax să aibă 
proprietatea P conduce la Bv = 0, Vv = 0, TJv = 0. (*) Dar dacă det A—£0, rezultă, pe baza propoziției 1, det EM 0 deci Ui v 
= о, deci x este real. PROPOZITIA 3. Fie — = X (x) un sistem real. Prin schimbarea de dt variabile у = Ax, unde A este o 
matrice nesingulará cu proprietatea P, se dy obține sistemul — = Y (y), unde Y(y), are proprietatea P. d/ Demonstraţie. Avem 
^ = A ^= AX(x) = AX (A-* y) = Y(y). dt d/ Dacă y are proprietatea P, pe baza propoziției? А-ху este real, deci Х(А"1 y) 
este real, deci AX (A-xy) are proprietatea P. 


136 TEORIACALITATIVÁ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Întorcîndu-ne la sistemele de ecuaţii diferenţiale studiate, să 
observăm cá liniile matricii C cu care s-a făcut schimbarea de variabile pentru aducerea la forma canonică erau vectori 
proprii ai matricii B ; valorilor proprii reale le corespund vectori proprii reali, deci linii reale, valorilor proprii complex 
conjugate le corespund vectori proprii complex conjugati, deci linii două cîte două complex conjugate. Eezultá că matricea C a 
transformării avea proprietatea P, deci sistemul obţinut este ca în propoziţia 3. Dacă la sistemul initial interesau, cum este 
firesc, numai soluţiile! reale, la sistemul transformat vor interesa numai soluţiile cu proprietatea P. 411 PROPOZITIA 4. 
Considerăm sistemul — = Y(y), unde Y(y) are prodt prietatea P. Dacă y0 are proprietatea P, atunci y(t;y0) are proprietatea P 
pentru orice t. Demonstraţie. Pornind de la y0J construim şirul de aproximatii succesive : Dacă yk(t) are proprietatea P, atunci 
Y {УА^)) ar e proprietatea P şi se vede cá УК+1 (t) are proprietatea P. Soluţia y (t ;y) este dată de lim yk (t) şi se vede că ea va 
avea proprietatea P. Tinind seama de aceasta, vom putea aplica metoda functiei lui Liapunov cerind ca functia V sá aibá 
proprietatea corespunzătoare numai pentru vectori cu proprietatea P ; atunci ea va avea proprietăţile cerute de-a lungul tuturor 
soluţiilor din familia M a soluţiilor cu proprietatea P, deci vom obţine concluzii de stabilitate în raport cu soluţiile din această 
mulţime, singurele care corespund soluţiilor reale ale sistemului initial. Considerăm forma pătratică F = £ a* — xf xi, unde ax, 
..., 1-] P/ + P» sînt reale, iar celelalte, două cîte două complex conjugate. Avem _ i — P* + Pi Jo deci ij Јо JO Lk J Раса x 
este un vector cu proprietatea P, atunci pentru Tc = 1.... ... , з, akxk е-р* 1 este real, iar pentru celelalte valori ale lui ak xk 
е-9К1 sînt două cîte două complex conjugate, deci suma lor este reală; rezultă că S ak xke Pfct este reală pentru orice vector 
x cu proprietatea P, deci F este reală şi pozitivă pentru orice vector x cu proprietatea P. 


STABILITATEA SISTEMELOR DE REGLARE AUTOMATA 137» Pe de altă parte, £ ak xk e p* = 0 pentru orice t, dacă şi 
numai k dacă xk = 0 pentru orice ifc. Rezultă că F este o formă pătratică pozitiv definită pentru orice vector cu proprietatea P. 
Fie acum O = — £ Ai xi + Cj х8+1 х5+2 +... + Cn s xn xn*1, unde А*, (7,. sînt 2 reale şi pozitive. Pentru orice vector x cu 
proprietatea P, forma O ia valori reale şi pozitive; O = 0 dacă şi numai dacă x = 0. în cele ce urmează vom presupune 
îndeplinită condiţia şi vom alege funcţia lim loKoo Jo [Gf(a)dc = jn v = «D + Е + da .0 Se vede imediat că această funcţie ia 
valori reale şi pozitive pentru orice x cu proprietatea P şi cá Е = 0 dacă şi numai dacă x = 0, a = 0. Să calculám derivata lui Е 
în virtutea sistemului. Avem dF dt Y ХК [-9K ХК +f (<y)] + Ci X,+2 [ — Рѕ+1Х5 +1 Ps +2 ®5 +2 -1е(-Р1+/(")) + КР! 
+ PA + xi {-Pkxk +/(*))}+/(*) Dar deci w+1 "1 S Р» -'/(«О*+*= ] Ла, a» xk=(Sa4 *)« + *«) = 2 »,& P^ + Pi i,k Pic + 
Pi dF df ~ JI PF A k Xk — (Р.+1 + Ps +2) 1 Xs +2 ' ftl — ... — (pB + ри) xn*1— «-1/«-12. - Sa» xk - [^r/(0)]» - 2 
Ifrf(a) £ a, + УЛ 7 &=1+/(а) £U** P*-2Vr*2a* £ —L»-1 Р& Р» \+1-5ЁР п а/ (*) 5 \Са+ Р.+«+2 +2 аѕ +ај 
: a=l L»-1 Ps+a " + + Pi XS+O> 


13 8 TEORIACALITATIVÁ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Pentru uniformitatea scrierii am introdus notația Ct = C2, Cz = 
C4 Cn 8 = Сп 8+1. dV rezultă negativ definită dacă avem dt Ak + $k + 2 l/r ak + 2 ak*£ — = 0, (ТК =1,..5$)1=1 Pk + P< 
(7а + р8+а+ 2 VT7a,+a+2a,tax;l—=0,(a=1,...,n-s+1).<=i P*+ P< Dacă aceste condiţii sînt îndeplinite, d v 
ГА * -rr = — _РКАКХК — dt — (p*- + P+2) ® +2 —...— (pn + pn + 1 )a?n+l — п+1 "12 j dF si se vede că dacă x are 
proprietatea P, atunci <; 0. dt J)acă luăm Ak = 0, Ck = 0 şi nu mai introducem termenul акхкі obţinem drept condiţie de 
stabilitate existenţa unui vector cu proprietatea Р care să verifice ecuaţiile a p* + 2 2— = 0, (* = 1,2 ,...,»+1).1=1РК+ 
Pi Aceste condiţii sînt mai simple, dar mai restrictive. Putem obtineusor conditiinecesare ca ecuatiilede mai sus să admită 
soluţii. Prin adunarea ecuaţiilor se сарай s Ғс+аЕЕ- 28? -- ®, *=1 КІРЕ+РІ deci + ake~~p*1 )2 d/=0, Jn.'O deci п+1 
SP*«0 


STABILITATEA SISTEMELOR DE REGLARE AUTOMATA 139» «deci inmultind fiecare ecuaţie cu pk şi adunind se capătă, 


«.* P* + Pi «** P* + Pi »*» P* + P1 = S P* P* + S ®>«* = £ РИ Р»+ ( £ «%)2 = o» i,k Ep» P*<O . К împărțind fiecare ecuaţie 
cu p* si adunînd se capătă Ри * Рі i Pk + Pi Pk ijt Pk Pi Pk + Pi Pk «.* Pk Pi P* V k Pk) deci * Pk Să observăm cá în 
calculele precedente noi am studiat de fapt stabilitatea soluţiei banale a sistemului ®К= ~ РК®К + f (°), а= Sfox*-rf(a). 
Stabilitatea soluţiei banale a acestui sistem atrage evident după «ine stabilitatea soluţiei banale a sistemului &k = — РК®К + 
/(<*)» = S y* a?*. într-adevăr, orice soluţie a acestui sistem este soluţie şi pentru sistemul studiat. Dacă toate soluţiile 
sistemului studiat' tind către zero, acelaşi lucru va fi valabil şi pentru soluţiile celui de-al doilea sistem. Este însă clar cá 
cererea de stabilitate pentru primul sistem este mai mult decît trebuie pentru stabilitatea celui de-al doilea. Pornind de la 
această observatiese vede că are sens să căutăm asemenea alegere a funcţiei Liapunov care să permită să decidem direct 
asupra stabilităţii soluţiei banale pentru sistemul al doilea. Să alegem «.* Pk + Pi Obtinemd^-^X1- f((])]^^^^-/(* 
)]> = ЧГК рк- р< 1* \1* Pk+Pii,kPk+Pi]J=+2/(a)S-".A.kukPi+pk 


140 TEORIACALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Tinind seama cá — f(c)[G — 2 yk xk] = 0 putem scrie а. ^= - 
( xk)* - of(o) + Ка) £ dt k k tiile i Pi + Pk Presupunem că putem alege pe ak astfel încît să fie verificate ecuay, + 2 = 0. i Pi + 
Pk Atunci = xk )*-of!o) dt k şi soluţia banală rezultă stabilă. Să observăm că dacă alegem Ak = 0, Ck = 0 în studiul făcut mai 
susr d F /— se poate anula pe multimeaS ak xk + F ( G ) = О iar în ultimul caz pe dt mulţimea Sa*. xk = 0, а= 0. Pentru ca să 
obținem totuşi stabilitatea asimptotică, este necesar să cerem în plus ca aceste mulțimi să nu conţină semitraiectorii întregi 
(vezi teorema 1.5"). în unele cazuri, tinindseama de diferite particularități ale sistemului, se pot obţine criterii simplificate. 
Astfel, dacă < 0 şi pi > 0 se alege funcţia V = + [af(c)dc. ^ k,j=2 Р» + Pi Jo Se obţine dF n- n=-Pic-pi"+/(%)]+s-V-< 
®«е_р'х' +/ (ЕЕ) |+ CU1jj-2P1*Pn* 1-95 [-Pi-/(*9]) —(&) [P18! + £p, -r/(<r)] =pl Pla*9-2.n-*1v2n 
+1--J]a,+V9=2;9=2+/(8)fP,+2 «,"1;1 — + 2 Fa,.) ^ 9=2 V» =2 Р^+ Pi / şi deducem drept condiţii de stabilitate 
cererea ca ecuaţiile В + 2 аї —7—+21=01=2pj+Pi 


STABILITATEA SISTEMELOR DE REGLARE AUTOMATA 141» să aibă soluţii. în acest fel numărul ecuaţiilor s-a redus cu 
o unitate. Să presupunem acum că pk sînt reale şi distincte. Alegem V = —"jtxl + Ri f(c ) der, В > 0. 2 = .o Eezultá = ~ E* 
P * ~ rRf* (cJ) Y (1 + R M xkf(a). dt k—l & =1 dF Considerăm pe са pe o formă pătratică în variabilele xk $1 Кс). dt 
Discriminantul ei este A = PI 0 0 1 +B fc 2 0 p2 0 1 + -B P2 2 0 0 P»+i 1 + B P.+i 2 1 +B P,2 1 +BP22i+RP+2r.B 
Forma pătratică rezultă pozitiv definită dacă toti pk sînt pozitivi şi în plus А > 0. Avem A =r BJ Jp fc —— 5]p2...pfce i 
(1 +R P92 Pfei... Ран= 1 4: fc^ Condiţia A > 0 se scrie 4r ]J8>-£(it*feLi&= 1 9k Dacă există o constantă 
pozitivă R care verifică această inegalitate, soluţia banală a sistemului rezultă absolut stabilă. Dacă pi,..., p8 sînt reale şi 
ps+1,...,pn+l complexe alegem 1 8 o n—8 I*? V —— £ xl + x8+ati + Ri Кс) d<y 2 fe=l а= 1, impar .0 şi obţinem 8 n-s -77 
= — & — £ <Р.+«+ PSt« ) *.+« ^а+а+1 + Ul k=l а=], impar - Х (1+ КЕК) xkf(a)-rBp(c).k-1 


142 TEORIACALITATIVÁ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Dacă %8+01 = Us+ а + iVg+oi, Рѕ+а = Ps+ol + i Оѕ+а, р*+а = 
<*«-+<* + % Т«+« rezultă = - t P* XI~ 5 . (<*?+. + «1+.)~ ?R 2 (о) +Си + £ (1 + ii pt) xkf (a) + 2 £ [esta + и (p8*a «84a - 
Ss*a 8,+,)] / (а). k-1 Am obţinut din nou o formă pătratică şi condiţia de stabilitate seobtinecerind ca (Ut > 0 şi in plus un 
anumit determinant sá fie pozitiv. Un procedeu general de obtinere a unor criterii simplificate a fost propus de I. G Malkin in 
1951. Se presupune cá pk sint teale şi distincte. Fie w = — Yi o formă pátraticá negativ definită şi Е = — Yi x« x& 2 <хр 
unde В<# = • Af — Pa+PO Avem F = £ Aa, re-,P« + Рр" dt xa x, = (" [£ Aa& ] dt a,0 .'O .'O а,(1 şi cum >0 rezultă cá Е este 
pozitiv definită. Se alege V = Е + da. .0 Rezultă dF 1 = J S (-P3 + / (°>) + ( - P« - / («»» + + / (о) [ £ P***" 57 («)] =- | S (Pa 
+Р,,> ++ <> [ ЕТ (*«+ ®3> +S В»*] -r z2 («> ==ТЁ_г/2(а)+/(а)3+1+Вра) ] »8. 


STABILITATEA SISTEMELOR DE REGLARE AUTOMATA 143» dF Considerînd po ca o formă pătratică in? 7 19 хп+1 
51 f(&)r dt se obţine discriminantul A = An... Ai, n+l Pi -421 ee e А? \М+ A Anti .... An+1, n+ ] Рп+1 Рп+1 1 Deoarece W 
este prin constructienegativ definită, condiţia de stabilitate se reduce la A > 0. $ 2. STUDIUL INTRINSEC AL SISTEMELOR 
DE REGLARE în cele de mai sus s-a studiat problema stabilităţii absolute pentru sistemele de forma ^ Ay + bf(a), c = c*y, dt 
unde se presupunea că matricea A are valorile proprii cu pártireale negative. Derivînd relaţia care defineşte pe a se obţine 
sistemul ^L = Ay + bf(a), dt Ау + с*БК a). dt Tot la sisteme de această formă se ajunge prin schimbări convenabile de variabile 
plecind de la alte forme care intervin în teoria reglajului automat. Astfel, se consideră sisteme de forma = + (3) at « - Ма = 
c*y — ri. Dacă punem у = obţinem at ^L = e+x-rf(a), (4) dt 


144 TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE Dacă matricea _ este nesingulară, cele două sisteme sînt 
echivalente din punctul de vedere al stabilității absolute. în ultimii ani, S. Lefschetz ocupîndu-se de sisteme de această formă a 
pus problema în modul următor. Dacă A are valori proprii cu părți reale negative, conform teoremei lui Liapunov se poate 
alege o matrice JB, pozitiv definită, astfel încît BA + A*B = - O, oricare ar fi matricea C pozitiv definită dată. Se construieşte 
apoi funcţia Liapunov V = (Bx, x) + Derivata în virtutea sistemului are forma dF — = (ВАХ, х) + (Bx, Ах) + (ВЫ (G), x) + 
(Bx, bf(G)) + dt+ f(o)(c*x-rf(G)) = - (Cx, x) + 2(Bb, x) /(a) + (c, x) f(G) - TP(G). dF dF €onsiderind pe ca formă pătratică în 
x, /(a), condiţia ca dtf' să fie pozitiv definită este ca minorii diagonali principali ai matricii ( C + - (Bb + - c y 2 2 r să ће 


pozitivi. Deoarece prin ipoteză matricea C a fost aleasă pozitiv definită, condiţia se reduce la : C -(Bb+^c) 21 — (Bb + — c)* 
2 > 0. Prin ipoteză, det C > 0, deci det C-1 > 0, deci det | q Jj > 0. dF Condiţia ca să fie pozitivă se poate deci scrie şi dtf c-1 
0C—(Bb+—c)2-(Bb+-Cy>0. 


STABILITATEA SISTEMELOR DE REGLARE AUTOMATA 145» €alculind produsul celor doi determinanti ajungem la : E - 
G-4 (Bb + - с) 2 - (Bb + - cy 21 > 0 *deci r - (Bb + -c)* C-1 (Bb + -о) > 0. 2 2 Ajungem astfel la condiţia г > (Bb + — о)* O-1 
(Bb + — c). 2 2 Această condiţie depinde de alegerea matricii <7; vom obţine cea mai bună condiţie considerind minimul 
după toate matricile G pozitiv definite. Calculul acestui minim în cazul general nu a fost încă făcut. 8. Lefschetz a considerat 
cazul cînd matricea A este diagonală şi matricea G se ia tot în clasa matricilor diagonale. Fie А = diag ( - ., - jxJ, С = diag K , 
„Avem d ).n* rezultă 0 - 1 -^(it);'-" MÁ Á-Jdb 1 1 db V Bb are elementele —-—, Bb-\— е are elementele — I - + ck V, 
O"] (Bb + — c) are elementele — [— + siconditia de stabilitate devine 2 2 I (x, d] dhyi 1 y [bk } fdk ck? *=1 4 dk) ^- fyj J 
Pentru indicii Jcpentru care bkck« 0 se poate alege dk astfel încît + -7= să Не nulă şi aceasta este alegerea care dă minimul. 
Pentrubk ОК indicii Tcpentru care bkek> 0 termenul | bk][dk bkH 4 + A , ) ' e minim dacă V-t у = deci dacă bk dk = ck\Lk, dk= 
°k şi atunci valoarea minimă \Lk ]/dk bk este ^r-t^wnr-t-m^ 


146 TEORIACALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Eezultă astfel condiţia de stabilitate r > £ unde zk = 0 dacă bk 
ck <; 0 şi e* = 1 dacă bk ck > 0. Folosind o funcție Liapunov de formă modificată introdusă de У. M. Popov, T. Morozan а 
îmbunătăţit aceste rezultate. Să observăm mai întîi că o condiţie necesară pentru stabilitatea absolută este r + c*A-1 b>0. 
într-adevăr, dacă are loc stabilitatea absolută, atunci valorile proprii ale matricii — au părți reale negative, căci trebuie să fie 
asigurată stabilitatea asimptotică şi pentru / (а) = a. Dar produsul valorilor proprii este det — t)' ^v e m de. ( r îl det (f. _ ») = 
det(?.^1) - -(, *.'^»), + c* AA 6 == — det A-1 det[ Ab) = —det[ A6]. o*-r) det A U* - r 1 deci Prin ipoteză 
matricile А şi _ au valori proprii cu părţi reale negative. Dacă o matrice are ordinul Tc şi valorile ei proprii au părţi reale 
negative, produsul acestor valori proprii este pozitiv cind Tc e par si negativ cind Tc e impar (matricile sint presupuse reale, 
matricii, rezultă cá acest determinant e pozitiv cînd Tc e par si negativ cînd Tce impar. Cum ordinele matricilor A şi _ diferă 
printr-o unitate, rezultă că det A şi det р) au semne diferite, deci г + o*A—1 b > 0. Fie acum В ca mai înainte. Alegem 
funcţia Liapunov de forma У = (Bx,x) + [°f (G) da + (о*^-1 » - *)2.0 2 (r + c* A-1 b) Să observăm că fără a presupune că j / 
(a) da diverge, funcția V îndeplineşte condiţiile cerute pentru a fi asigurată stabilitatea asimptotică in mare; într-adevăr, dacă | 
х | + |а | ooavem oo căci pentru 


STABILITATEA SISTEMELOR DE REGLARE AUTOMATA 147» x = 0, |<7| оо ultimul termen tinde la infinit. Derivata 
acestei funcţii în virtutea sistemului este АЕ — = {ВА*, x) + {Bbf (G), х) + (Bx, Ax) + (Bx, bf (G)) + dt + / (a) (e*m - rf (G)) 
+9 (c*A-* Ax + c* А-1 6/(a)r+c*A-l b -c*x + rf(G)) (c'A-1 x - a) = - (€x, x) +2 (2? 6, #)/(а) + + (o, /(*) - r/«(a) -ja 
/ \У+ро^"1 */(*) = - (Сх, х) --/(9(2Bi*«-*pi"10,x)-rp(c)-pof(o).Lásind la o parte ultimul termen care 
este negativ si considerînd restuldF «sa pe o formă pătratică in x,F (G), condiţia ca să fie pozitiv defidt nitá este ca minorii 
diagonali principali ai matricii C Bb + *(E +рА~1)е\ sb + (E +РА-1) oj să fie pozitivi. Aceleaşi calcule ca in cazul 
precedent conduc la condiţia r>M(C,p), 2 — r uude М (С,р)=^ВЬ-^ { Е+рА-1)еј'С-1+1(Е+рА~) с]. Раса 
min M(C,p) < - с'А-1 b, С > 0, 33^ 0 condiţia necesară şi suficientă de stabilitate absolută este г > —c*A-xb, căci dacă r + 
с*А-1 b» 0, atunci avem si r > M (C, р),репіги o matrice C convenabil aleasă. Sá observăm cá mm С>0, in M (С,р) < minf 
рб+- с) СЧВЬ+- с), у>0 с>20\2 Ј (2 J deci noua alegere a funcţiei Liapunov este mai convenabilă. Sá observăm de 
asemenea cá dacă г > min M (C, p) > — c'A-1 b с>о, v > o stabilitatea absolută este asigurată. într-adevăr, forma pătratică 
este numai semidefinită, dar ea poate fi nulă numai pentru x = 0, G4- 0 si atunci termenul — p of (G) este strict negativ. 


148 TEORIACALITATIVÁ A ECUATIILOR DIFERENTIA LE Tinind seamá de cele de mai sus, apare problema calculárii 
valorii min M (C,p). Nici acest dalcul nu a fost efectuat în cazul general. Se c > o, o pot obtineinsá rezultate complete 
presupunind cá A este diagonală şi căutînd ca mai sus pe C în clasa matricilor diagonale. Să luăm ca mai sus A = diag (— jxJ, 
jjlj > 0, С = (yijf); se obţine B = (—^—] . Putem V У< + Vi) scrie M (C, р) = (C-u u), u = Bb +-(E +p A-1 ) e, 2 + [X. 2 \ 
[Lj Deoarece C > 0, forma pátraticá (C-^UyU) este pozitiv definită, deci min M (C, p) > 0, C > 0, V^o valoarea nulă putînd fi 
obţinută numai dacă u = 0. Să observăm cá с*А-> b = - £ ^. 11 ^ Cînd C este o matrice diagonală, C = (diag d : Eationind ca 
mai sus deducem min M (О, p) = Jf(P) ==^= с>° 1 Vii=i [li t fi V>i unde s - dacă ((J<i " P>> < \ dacă bi ci — р) > 0. 
Dacă max bi Ci < 0 sau тах Jjl c min [i ,i i £ J unde I= {1, 1 <1<п,> 0}, Ј= {j, 1 <] <w, > 0} rezultă min M(C,p) = 0; 
С>0, 


STABILITATEA SISTEMELOR DE REGLARE AUTOMATA 149» într-adevăr, în primul caz putem lua р < min [х., iar în al 
doilea max « p < min fi.. 16 I Se vede că în aceste cazuri minimul este efectiv atins pe matrici diagonale. De asemenea, dacă 
min c4 > 0, luînd p = 0 rezultă 1 «i CnN(0)=y">o t^! şi condiţia necesară şi suficientă de stabilitate absolută este r > N 
(0). Putem studia problema stabilităţii absolute căutînd funcții Liapunov de forma V = (Sx, x) + (a) ds, unde Н este o matrice 


simetrică oarecare. Asemenea studiu a fost făcut de Y. A. Iakubovici. Derivata funcţiei V în virtutea sistemului este V = (Нх,х) 
+ (Hx, х) +/ (а) 6 = (Н (Ax + bf(o)), x) + + (Hx, Ax + bf (a)) + / (a) (c*x - rf(a)) = (( H A + A*H) x, x) + + 2 (Hb,x) f (a) + 
(e*x) f (a) - r/« (a) = - (G x, x) - 2 (g*x) f (a) - rf* (С), unde am notat - G = НА + A' H, - g = НЬ + -C. 2 Mai departe, căci - (g 
gx, X) - - (gx)* = 0. r r într-adevăr, g g* este matricea cu elementele g^ gp deci (g g*x, x) este £ g% gi xi xj = (£ gi ХҮ = (g* 
x)». 3 Eezultá cá o condiţie suficientă са V să Не negativă este ca forma 1 ( ^- 7 99'Y^) să fie pozitiv definită. 


150 TEORIACALITATIVÀ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Această condiţie este şi necesară. Să presupunem că există x0 
—f- O astfel ca fie g*x0 = 0. Alegem pe X din ecuaţia УЧ ("o) + ЈЕ=0#*о = 0, П cu crO fixat. Atunci, pentru x = Xx0, o = o0 
vom avea г (a) + — = О deci V>- 0. Dacă g*x0 = 0 se ia x = x0 4= 0, о = 0 şi rezultă din nou V > 0. Prin urmare, dacă forma 
nu este pozitiv definită, nu putem avea” V negativ definită. TEOREMA 2.1. Dacă există o matrice simetrică H > 0 astfel ca r ff 
-jr/»«)*),[unde — G = НА + A*H, —g=Hb+—c], şi dacă A estehurwitziană**) iar г + (А-1 6, с) > 0, atunci soluţia 
banală a sistemului (4) este absolut stabilă. Demonstraţie. Din calculele făcute pînă acum rezultă că există funcţia V = (Bx,x) + 
[?f(o) da . o a cărei derivată în virtutea sistemului este negativă. Prin urmare stabilitatea asimptotică a solutieibanale este 
imediată. Dacă / (G) d G diverge, funcţia V îndeplineşte condiţiile cerute pentru stabilitatea asimptotică în mare. Folosind 
condiţia г  (A—1 6, с) > 0 putem însă demonstra că are loc stabilitatea asimptotică în mare fără ipoteza că integrala diverge. 
Pentru aceasta vom ша УХ = V + ^ (c A-1 x - a)2. 2 (r + cA-1 b) Funcţia Vx îndeplineşte condiţia cerută pentru stabilitatea in 
mare ^ = — + ^ (cA-* x-0) (cA-^A x + cA-1 bf (o) dtfdtr + c A-1b-cx-rf(o) = -^* pf(o) {с А-*х-о) = ~ + dt dt -Pf(a) 
C*A-] x — p of (a). *) Dacă Gj si G2 sint matrici simetrice, GJ > G2 înseamnă cá forma pátraticá «(G, — G2) X, X) este 
pozitiv definitá. **) Numim hurwitzianá o matrice ale cárei valori proprii au párti reale negative. 


STABILITATEA SISTEMELOR DE REGLARE AUTOMATA 151» dF Din ipotezele teoremei rezultá cá este o formá pátraticá 
negativ defidt dF nită in x $1/ (а ) ; pentru p suficient de mic şi forma pátraticá h dt dF + рКо) cA—l1x este negativ definită, 
deci este negativ definită. dt Teorema este demonstrată. Această teoremă a fost demonstrată pe o cale ocolită de Y. A. 
Iakubovicil). Ideia de a considera functia Vx in locul functiei F apartine lui Y. M. Popov. ' Problema practicá ce se pune acum 
este aceea de a da condiţiei din -enunt o formă cît mai simplă şi mai uşor de verificat. Pentru aceasta observăm că această 
condiţie se poate scrie - p (A*H + HA) - "Sa + IFEJ^A* Hj + J = > 0 sau Haa* Н + B*H + HB + -bb* + C = 0, 42 unde am 
pus B = p A + — ab! Această condiţie poate fi privită ca o 2 ecuaţie în raport cu Н pentru fiecare C > 0 fixat. Condiţia de 
stabilitate se poate obține deci fie alegind pe Н > 0 arbitrar şi punînd condiţia ca C > 0, fie invers, alegind pe C > 0 arbitrar şi 
cerînd ca ecuaţia să admită o soluţie H > 0. Yom merge pe cel de-al doilea drum şi vom încerca să ajungem la condiţii cît mai 
simple. LEMA 1. Dacă valorile proprii ale matricii К au părți reale negative, soluția X a ecuaţiei K*X + ХК = — C e unică si 
dată de formula X =  eKHCeKtdt-r Dacă C > 0, atunci X > 0. Dacă C > 0, atunci X > 0. Dacă С > 0 şi > 0, atunci Ке 
hurwitziană. Demonstraţie. Ecuația K*X + ХК = — C exprimă faptul cá deridx vata funcției ( Xxy x) în virtutea sistemului —- 
= Kx este egală cu dt — (Cx,x) . Din teorema lui Liapunov rezultă că dacă matricea K e hurwitziană, atunci pentru orice C 
ecuatiaprecedentá are soluţieunică. Faptul că matricea X e dată de formula din enunţ rezultă din teorema 1.6". într-adevăr, 
dacă У=[-- (Ce* TM x, e* (*—t) x) ds В Recent, problema a fost reluată pe aceeaşi cale de către J. P. La Salle, саге a demonstrat 
că dacă г > g* G~~1 g, atunci condiția г + c* A—1 b > 0 este îndeplinită. 


152 TEORIACALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE avem V = (CeEs x, eKs x) ds = ("(e**' CeKs x, x) ds = (.Xx, x) 
Jo Jo r?? * dv сы eK 8 CeKs ds şi = — (Cx,x). Soluţia ecuaţiei fiind unică ea Jo dJ rezultă dată de formula din enunţ. Faptul 
că C > 0 implică X >- 0 şi C > 0 implică X > 0 se vede direct din formulă. Dacă C > 0 şi X > 0 soluţia banală a sistemului dx 
— = Kx este asimptotic stabilă şi matricea К e hurwitziană. LEMA 2. Fie Haa Н + B* H + НВ + -bb* + ^C = 0, В=9 А + - ab 
unde С > 0, 4 2 2 iar Н е simetrică. Presupunem cá există 0 v <; 1 astfel incit = = p A + v ab* să fie hurwitziană. Atunci Н > 0 
şi Kv e hurwitzianá pentru orice v 6 (0,1). Demonstraţie. Fie C» =-^С + ([iHa+ i f e ) ([iHa + — &)*; 2 2 2 evident СУ > 0. 


Din enunţ, £ - 0 = — Haa*H - А* + 1 ba*^H - $ tpJ. + 1 a6*J - 1 66* = = — Haa*H — p (А*Н + НА) - - (ba* Н + Hab?) - - 
bb*. 2 4 Eezultá - Haa* Н - А*+Фа*^Н - A+ ^ab*^-^bb* + + y?Haa*H + -y.b(Ha)* + —[iHab* + - bb* = ((12 - )Наа* Н — 2 
24-[9A* + I(1- jx) ba*] Н-Н^>А+1(1 - (х) a&*j = = — (1 — [a2) Haa*H — КУН — НКУ unde am pus У= | (1- (1). 


Eelatia obţinută se mai poate scrie KIH + НКУ = — Cu — (1 — fi2) Haa* H. 


STABILITATEA SISTEMELOR DE REGLARE AUTOMATA 153» 153» Fie acum v ca în enunţ. Alegem pe (x = 1 — 2v; 
dacă 0 <; v« 1 rezultă |[х I ««1 deci CV+ (1 — (x2) Haa*H > 0. Pe baza lemei 1 această ecuaţie are o soluţie H unică şi H > 
0. Pentru orice v£ [0,1] avem (7^ + (1 — fx2) Haa*H > 0 şi Н > 0 deci Kv rezultă hurwitzianá. Din această lemă rezultă in 
part icular cá dacă ecuaţia în H care exprimă condiţia de stabilitate admite o soluţie simetrică, atunci această soluţie esteşi 
pozitiv definită. într-adevăr, A fiind hurwitziană, КО este hurwitzianá, deci H > 0. Sistemul de ecuaţii care determină 
elementele matricii H este un sistem de ecuaţii de gradul doi. Yom reduce problema la con2 ditia ca un sistem de n ecuaţii de 
gradul doi să aibă soluţii reale. Definim operatorul Y = L(X) prin formula A*Y + YA = - X ceea ce este posibil deoarece pe 
baza lemei 1, pentru orice X formula defineşte un Y şi numai unul, care e pozitiv o dată cu X. Conform lemei 1 avem explicit 
L(X) Jo Notăm — u = Ha + i b. 2 Ecuația care exprimă condiţia de stabilitate se scrie p (A* Н + HA) = --2-C - uu* 2 şi tinind 


seama de definiţia lui L(X) rezultă p H = L(uu*)4-pL(C). 2 De aici, inmultind cu a şi adáugind — p 6, deducem 2 — p u= L 
(uu*) a+-p(b+L(C)a).2 Notind c = L(C) a, ajungem la ecuaţia L(uu%)a+pw+—p(6+c)=0.2 Să presupunem cá 
pentru C > 0 dat, această ecuaţie are o soluţie reală u. Atunci matricea H determinată de relaţia p H = L(uu*) + - p L(C) 


154 TEORIA CALITATIVA A ECUAȚIILOR DIFBRENTIALE este simetrică, pozitiv definită, şi verifică relaţia p(A*E + HA) 
= —-£-0 -uu% 2 deci condiţia de stabilitate este îndeplinită. Eezultă astfel: TEOREMA 2.1'. Dacă A e hurwitziană, Т2 = p +> 
О si -dacă există C > O astfel încît punind c = (С) a ecuaţia L(uu%)a+pu+—p(6+c)=02 să admită o soluţie u reală, 
atunci soluţia banală a sistemului este -absolut stabilă. Notind У = L(uu*), T = ЦС), obţinem ecuaţiile A*T + TA = — 0, с = 
Ta, A*U + МА = — uu*, Va + pu + — p (b + c) = 0. 2 Să vedem ce devin ecuaţiile în cazul cînd A admite o formă normală 
diagonală si valorile proprii ale lui A sînt reale. Yom nota u = (и{), V = —(t)^). Există o bază în care A este diagonală şi 
componentele lui a egale cu 1 (forma canonică a Іш Lurie). Ecuatiileprecedente devin în această bază — (^+ ?1) = - I1 Uit + + 
^p(6« + c^-o,iAdeciu 1 ^ Yi —7— + P««* - ? ( b i + Ci)=0 i Pi + P, 2 şi se vede cá ele sint de aceeaşi formă cu cele 
obţinute în paragraful precedent. CONSECINŢĂ. în cazul cînd a e vector propriu al matricii A sau b e vector propriu al 
matricii A*, condiția T2 > 0 este necesară şi suficientă pentru stabilitatea absolută. Demonstraţie. Fie Aa = - ао , a > 0. Din 
A*V + VA = — uu* se capătă, inmultind cu a, (A* — a I) Va=—(u,a)u, deci Va = = — (u, a) (A* —'OLI)"1 u (det (.A* — 
а1) ^0 căci a> 0 $1 Ae hurwitziană). Din aceeaşi relaţie, inmultindla stînga cu a*A*'1 şi la dreapta cu A'1 a, cápátám a* 
УА'1 a + a*A*-] Va = — a*A*'] uu*A-1 a, sau (A-1 a, Va) + (Va, A'l a) = - (A^a^u)*, 


STABILITATEA SISTEMELOR DE REGLARE AUTOMATA 155» «deci 2 (Ua, A'1 а) =- (А1 а, «)2. 1 Notăm £ = —= (u, A 
1 о). Din ecuaţia FP Ua + pu+-p(b + c) = 0 2 deducem Ua = — pu — — p (b + c). 2 Uezultá - 2(p ut+p(b +c), А-*а) = - p £2, 
2 deci p — 2 ?(b*c, A' 1a) = 0 deci t* - 2 ^- (b +c, АТ а) = 04 = Vic Кр+(Е+с, А^а). Notind f2 = p + (b + c, А-1 а) 
rezultáàt = ] fp + T. Din Аа = — a a rezultă deci а = — ОГА Та, А ха = — — a, a C =a |/p deci ( *,a )=- a j/ p [[/p + Е]. 
Din Оа= — (u, a) (A* — a Z)"1 u rezultă acum - pu-+ p(b + с) =oL]/'pVlprF](A*-oLir*u,2 deci 7 P Eezultă in 
definitiv 


156 TEORIACALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Se vede că ecuația în u are soluție reală dacă şi numai dacă fe 
real, deci f2 > 0. Dar T2 = Т2 + (с, Аа). Avem A*T + TA = - С, с=Та, (c, А~*а) = (А'-1 Та, а); Т + A*-*TA = - Ј.*"1^1 * - 
1 ^ TA-*— - A*] САТ, deci (A*1 Ta, а)= - (A*-1 СА"1 a,a) = СА-1 «,1-^XO. Dacă T2 > 0 pentru c suficient de mic rezultă 
f 2 > 0, deci există, soluţie u reală, deci conform teoremei 2.1' are loc stabilitatea absolută. Sá considerăm acum cazul cînd b e 
vector propriu al matricii A Fie (а, a) o soluţie, ţ=(b,x). Avem * =1't)=+/(<7)=*6> + (б>а)ї (°> = dtl dt) = -£(b,x)+ 
(b, a)f(o), deci ^= - p 5 + (6,а)/(а), ^= 5 -p/(0). dt dt Am obţinut un sistem си п = 1, A =— p, b = 1, iara se înlocuieşte cu 
(b,a). Relația A*T + T A = — С devine în acest caz — 2 p T =— C deci T > 0 şi din c = (b, a) rezultă cá c are acelaşi semn 
cu (6,2). Eelatia A* U + UA = — w * devine - 2 B 17 = — w2, №2 = 2B?7, 17 = — w2, K 2 p iar ecuaţia fundamentală devine 
&i!!lbu*+9U+LO(1l+c)=02p2sau(b,a)u*+2pputpp(l+e)=0 Ecuația are rădăcină reală dacă şi numai dacă 
p2 p2 — p p (b, а) (1 + c) > 0 sau p P — (b, a) (1 + c) > 0. Această condiţie este îndeplinită dacă şi numai dacă p — ^ (b,a) > 
0 ceea ce coincide cu T2 > 0, căci (b, А'1 a) = = (А'-> b, а) = -"(a,b). 


STABILITATEA SISTEMELOR DE REGLARE AUTOMATA 157 Eezultá cá dacă T2 > 0, «J (t) 0 pentru orice soluţie, deci / 
(С (t)) - * 0 pentru orice soluţie şi din formula a (t) = eAt x (0) + J eA(t-s) af [a (*)] ds rezultă imediat cá x (t) 0 cînd t-+oo 
deci are loc stabilitatea absolută. $3. M E T O D A LUI V. M.POPO VO metodă principial nouă, bazată pe folosirea 
transformatei, Fourier, a» fost dată în studiul stabilităţii absolute a sistemelor de reglare automată de Y. M. Popov. Metoda lui 
Popov conduce la rezultate în acelaşi timp mai puternice şi mai efective decît cele prezentate în paragrafele precedente. Yom 
considera sistemul ~ = Ax + bf(a), Ş - =/(*), о=С*Х-ут, у>0. (5) at dt Vom presupune, ca mai înainte, că matricea A este 
hurwitziană. Jtfotám (t) = - c*eAt 6, N (1 ca) = erTM v (t) dt, G (1 са) = N(ica) + 'AicaTEOREMA2.2. Dacă există q > 
0 astfel încît pentru toti ca > 0 să avem .(Ut (1 +1 ca а) С (1 ca) >- 0, atunci soluţia banală a sistemului (5) este absolut stabilă. 
Demonstraţie. Fie x(t), t(t) o soluţie a sistemului (5). Notăm/T (0 =|/[<] (1) [ PentrU? < <<Т'! | 0 pentru t> T. Definim 
funcţia X XT(t)--Cv(t- D fT(T)d T-FLCDV(^-T)/T(T)d T-FIl[v(0) *y]f7(t).Jo Jo dt Pentru a vedea 
semnificaţia acestei funcții vom face unele calcule. Avem” 1 = AX(t) + bf[c m dt Pe baza formulei variaţiei constantelor 
rezultă x (t) = eAt (0) + C b /[A (T)] DX Jn 


158 TEORIACALITATIVÀ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE deci A (t) = c*eAtx(0) + J c*eA^ bf [A (T)] DR - y 1 (t). Dar 
CVA('-T) b =— v (J — T) ; notăm CV4* = n* (J). Eezultá a (t) М ) х (0) T) [«dT-y 5(5.DeaiciM!-itffl.(, ,«) 
/W0] ^ts^á/[.W]d,-TM.didi.Vdtdt Dar mt) di deci = fdv(t-T) dt v ° + dJ d* Jo dt Pentru 0 < t < T putem 
deciscriedjw-^x(0) C*(TdT [v(0)-Y]/rW.dYJ dJJoJO Eezultá XT(t) = — C V(«— T) /R(T) DT * q^^-g 
W O(O)pentru 0 < « < T Jo d < d t sau w = + Y m- [n* (t) + ad(1*[t) a?(0) pentru 0 < J < T. dt J Pentru t > T, rezultă, tinind 
seama de definiţia functieifT (t), relaţia СТ CT AvtXT(«)-2-VV«-T)/R(l)dT-S^ 2/r(T)dT.JoJo d] 
Deoarece matricea A este hurwitziană, avem | €^| < Jfi pentru t > 0, deci | v(«)| < e-*»'. Eezultá | XT (t) | < KzerK* pentru t > T, 


deci X7 (t) admite transformata Fourier. Fie LT (Ico) = г e-iw« Xr («) ах, (co) = Te^/r(«)d t. Jo .0 


STABILITATEA SISTEMELOR DE REGLARE AUTOMATA 159» Avem Ю 0 s—1u* fo = v (T) T + ico e-<w< v (DdI-icoN 
(i co) — v (0). Jo dt jo Jo Se stie din teoria transformatei Fourier cá dacă h(t)-tf(t--z)g(T) dT, atunci transformata Fourier a 
lui h este produsul transformatelor Fourier ale functiilor / $1 g. Tinind seama de aceasta rezultá Lt (1 co) — — JV (1 co) Ft (1 
co) — q [i co N (i co) — v (0)] (1 co) — -O[v(O) + y ] ЕТИ») = -FT(1«*) [(1 + icog) Nico) + gT]. Considerăm funcția p (Т) 
= Jx г (1)/ r (D)dl. Tinind seama de felul cum au fost definite Xr şifT rezultă p (Т) = f Xr (D [or («)]d I ^ [T a (0f [a («)]d I + 
о ЁҒ/ [а(1)] ^41+ Јо ЈО Јоаї+г 5 («)/ «)]d < -J/t W[n*W -9^Jj ] & (0) dl 2 rr ЮСТ) -l Јо ,o(0) 2 -J/T W[H*W +9 
® (0) DI. Am folosit faptul cá / [a (D] = , deci 1 (Of [a (D] = i — (1). dl 2 dl în teoria transformatei Fourier se demonstrează 
următoarea formulă fundamentală Jo 2tc J—oo valabilă pentru şi /2 din Lx n L2. Funcţiile XT (Г) si / r (I) îndeplinesc aceste 
condiţii deci putem scrie p(T) — — (QIIIT (iu2)FT( — i co)dco =2 TC J—00 = -icog)^(1co)-*qy-VFT(ito)FT( — 
ico)dco = 27C J-oo = - — г «e[(1 +10>а) Ма<>) + gY ] (*<«>) 12 <*«>. 2TZ J oo 


160 TEORIACALITATIVÀ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Avem «T = (1+ісор) 7 ^—1 CO fe co *deci (1 -icog)J Vr 
(1co)*gy-(l-*ico$)T(ico) + (1 +1 сор) ^- —– =1 соісо = (1 +і сов) (У(ісо) + — = (1 +1<»9) С (ico) - JL. 
Vico/icoicoDar|co) |2 este real, deci Olt [(1 +icog)JVr (ico) + 2y]J?T T (1со)2 = = | (1со ) [(1 + 1icog)JV(1co) + «?r 
=(l++icog)(?(ico)-T-Lico=|FT (ico) 2 = \ЕТ (ico) |2^e(1-icog)-?(/:c0)*0 -conform ipotezei din enunţ. 
Eezultá P ( T ) < 0. Stabilim următoarea inegalitate NTfT(t) dt < 2T4 Bnplţ(t)|. Avem Dar deci [Х* (*) =, de d Vdi2I^WKI 
cl^e-^,dVWdyL*d2 а1< | 1^^е-^. 


STABILITATEA SISTEMELOR DE REGLARE AUTOMATA 161 Eezultá |£[p* (*) +а(«) а < < |«| erV \(Т)\ + + а\сМА\КТе- 
*>АКТ)А+а\<\А\КТ\О<))\+акл\(<))\ + + *пу\ш\[Т1^(1+Бе^а^1е1^а+Е1^[К |+ Јо + (0) +\A\KiO-+i 
VA) rapigfflK^npigd), şi inegalitatea este demonstrată. Hotind . 0 din p ( T) < 0 deducem С W [a (*)] dI+ g <р [a (T) | + ~ 
У S2 (T) < gO [a (0)] + Jo 2 + ^Y52 (0)+iT4 sup|$(5)|a! (0). 2 ocf^r Deoarece a /(a) > 0 şi O (a) > 0, rezultă în particular 1 г 
S2 ( T) < 2T4 sup |1 (t) || (0) + g [а (0)] + A Y ^ (0). 2 2 Cum inegalitatea a fost stabilită pentru orice T, putem scrie pentru 
1 Y52(1y«K,]|*(0)|sup ^ (€)| * 2 O[«t(0)]* ^ Y 52 (0) < 2 ocfc Tx 2 deci «K, (0) | Вир [5(1)| + | gO [a(0)] + i Y S2(0) 
o^^T 2 -1 Y sup («)€ 1 0 (0) | sup 15 (t) | 3 <р [a (0)] + i y S2 (0). 2 o«cr о<(сг 2 Dar (supl Ut) |) 2 <sup ?»(«), dec1J Y 
(sup | Ut) 1)2 - Kt | * (0) | sup [1(0 |- g 0> [а (0)]-J T^( 0) «0.2 ост or 2 


162 TEORIACALITATIVÀ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE De aici rezultă cá sup | 5 (1) |< o deci I ®(0) I + yKI1 ҲО) 2 
+2У [ТО [а(0)] + £2(0] I5 WK €«MJ0(O)/|,|[5(0)]) ceea ce implică stabilitatea în raport cu componenta Stabilim 
acum inegalitatea Avem «(«)= eAtx(0) + ^e-4,1-T) b£MtNcLt- e^&(0) + V b dr =>, (9=еАк ( 0 )*fe-4,1-T)6/[ ff( t) ] d 
г=е^®(0)+СеА^Ь— Jo ^о dr -eAtx(0) * bl(t) f - CAe*-«-t'bl(t)dr-e^a;(0)-1oja-* bl(t) -eAtb1(0) + 
CA e"(«-T) b 1 (t) а-г. n Eezultá | (0) | «1&9 (0) I- IbIsup 15(t)|* 16|sup 15 (+) | +К 0 oct<< deci în deiinitiv l a ^k 
^1^о]1+1^5ир|5 (1) |. Tinind seama de evaluarea obţinută pentru \{(0)\ rezultă (6) |< 0 2 ( | 0(O)|, [5(0)]), deci soluţia 
banală a sistemului este stabilă. Rámine de demonstrat cá lim x(t) = 1 1 mt(t) = 0. oo t-+ao Tot din inegalitatea fundamentală 
obținută plecind de la p (Т ) < O deducem cl Са (*)/ [a md t< K, \x (0) |sup |1 (5) I-2O [а (0)] +^У (0), о УТ2 Г, 
^a(f)/[»(«)] d « « & , ((&(0)| U(0)n. 


STABILITATEA SISTEMELOR DE REGLARE AUTOMATA Pe de altă parte, dt deci deci deci «w ^- 7 = ^ U* (*) + bf [a 
(9p -Y/[a(«],dtat[a(«)I«84(1 ®(0)|5(0)), //[«x(«)]«MIG(0) || 5(0)) da(«) d t « & , ( &(0) 1,15(0)1). Rezultă lim a (t) 
= 0. într-adevăr, dacă n-ar fi aşa, ar exista 8 > 0 (-*o0 şi un sir tk-*-ooastfel ca | <r(tk) | > 8. Se poate alege un subşir astfel ca 
8 tn'n-1 > * Fie T > 0 dat, N(T) astfel ca n < N(T) să implice tn < T — 8 Avem Dar 2 0), 8 [T -vrn r'nL10T. \ 
«T(GQ9/(ff(«))dIl-S V ?W/I»(«)]d«. Jo »=1., » 242, E * («)- a(l.) | | (0B )P - tn 11- tn K = -» 2<D« & & deci |a (D |» a | (Jn) | 
—. Fie m — inf / (а). Eezultá 2 2 s, « 8 8 o(t)f[c(t)]át^—m 8 2 <D« deci S<n+2<Den20e .0 2 cp6 Т-+ао : OO ceea ce este 
contradictoriu. Prin urmare lim a(t) = 0. T)e aici rezultă lim f[c(t)-^ = 0. -+оо <-+00 


164 TEORIACALITATIVÀ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Avem însă Darlimf|6||/[a(T)]|dT==<-*00 Jo fe^| 
H|/[a( T)]|d T^bW[a(t) = limH = lim- | /[a(t)] | = 0 t-too t-+ao KO eK«t KO <->о deci lim | x(t) =0./-•еоо Din t(t) 
= —c*x1t)- — <r(t) Y Y rezultă acum lim 14t) = 0 oo şi teorema este demonstrată. Pentru a vedea cît de puternic este acest 
rezultat al lui Y. M. Popov vom arăta că dacă există o funcție Liapunov de forma considerată în paragraful precedent, condiția 
din teorema Іш V. M. Popov e verificată. TEOREMA 2. 3. Dacă există o funcţie V de forma V = (Hx, x)-281£(G)dG H< 0, р > 
0 Jo d F astfel încît pentru orice funcție f din clasa considerată derivata în vird t tutea sistemului (5) este pozitiv definită, 
atunci există q > 0 astfel încît f&t(lHa>q)G(i co)>0. Demonstraţie. Alegenv(a) = fea, a > 0. Conform [ipotezei, derivata їп 
virtutea sistemului (5) a funcţiei У = (Hx,x) — h$a2 trebuie să fie pozitiv definită. Această derivată este egală cu {H (Ax + 
bha),x) + (Hx, Ax + bha) — 2 pha(c*Ax + c^bhG — yha). Fiind dată o formă pătratică cu matrice reală pozitiv definită (Wxy 
0), dacă punem 0 = u + iv rezultă (Wxy 0) = (W(u — iv), и + iv) = (Wu — 1Wvy и + iv) = (Wuy и) + + 1(Wu,v) — 1(Wvj u) + 


(Wv, v) = (Wu, и) + (Wvy v)>0, egalitatea putînd avea loc numai pentru u;= 0, v = 0, deci numai pentru 0 = 0 . (Subliniem cá 
produsul scalar (u,v) înseamnă aici у {). 


STABILITATEA SISTEMELOR DE REGLARE AUTOMATA 165» d V Deoarece — este o formă pătratică pozitiv definită, 
rezultă, pentru dt a? şi a complecși, (HAx + HbJtGj X) + (Hx, Ax + bha) — $hă(c* Ax + с* bhc — yha) — (с*Ах + c* bhă — 
yhă)>0. Fie M(ico) = eAtbát. Jo Avem 1со Ж1со)= Ттсое^е^ & 4 ^- Te^ft —JoJodt- Бе ^1" + CC'AeAtbe^dt-b- 
A M (i со). Io Jo Punem x = M (ico), а  — ; obținem h (НА МА со) + Hb, МИ co)) + (НМ1 co), АМА co) + 6) - 0 (c* AM 
(i co) + c*b - у) - P(c*J. ^ (1 со) + c*6 - y) > 0. Dar AM (i со) + b =— t co ЗОТ (1 co); rezultă - i со (HM (ico), M (i со)) +i 
co (Н JOT (i co),Jf (1 co)) - $(c*io2M (1 со) - y) — p(c*i сої (ico) — у) > 0 deci «е {— P co M (i со) — y) } > 0. Să ne 
amintim cá JST(1co) = v(*)dt e* = Jo Jo Jo = — c*M (i co). Bezultá “P(tcoJT(tco)+Y)>0; dar am notat <?(1со) = 
JV(ico) + ^1со deci am ajuns la concluzia 02eicoG(î co)» 0. 


166 TEORIACALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Avem f&t(l + i<»q)G(i со) = (QtG(i co) + 208 е1со# (1со). 
Pentru a demonstra că există g > 0 astfel încît (Ut (1 + 1 co q)G (i co) > 0 rămîne deci de demonstrat cá «Tli С {1 co) este 
mărginit. d Е 1 Deoarece e pozitivă pentru 0 = 0, a = — , deducem d t h Pe de altă parte avem relaţia 1 со<? {i co) = i coiV(1 
co) +у= Ју V^^^dt- y + v(0). dt Dar v(t) = —c*eAt b, — = -Ac*eAtb, d t deci ~ tinde către zero exponential. Bezultá lim ( 
У^^а* = 0; M-m»JO dt într-adevăr, integrind prin părți аует.. Ма^-1е-^г+НУ^Ч4 ^ 41со dt |o icojo 10 i 7. rl r°° d 
V lim\e~dt=0 ; Adtico 1co/o dt2 integrala e mărginită şi se vede cá M-*<X> \ d t Bezultá limi соў (1 со) - y * (0) = y 
— c* b > 0, |<а|->.оо deci ^eico(?(1co)2JVr1-» 0. Tot de aici rezultă cá lim С (ico) = 0, deci С (1 co) este mărginită. |со|->ао 
Teorema este astfel demonstratá. Teorema 2.3 aratá cá rezultatul lui Y. M. Popov este mai puternic decit tot ce se poate obtine 
cu ajutorul functiilor Liapunov (cu conditia ca numárul q sá fie ales convenabil). Sá arátám acum cá si aplicarea lui in cazuri 
concrete revine la operatii algebrice simple. 


STABILITATEA SISTEMELOR DE REGLARE AUTOMATA 167» Elementele matricii eAt sînt de forma tke xt, deci v (t) va 
fi o combinaţie liniară de asemenea elemente. Avem însă C??e—tk e-^ d t = C?V е-(Х+1<0)< d t = — е-<х+10>)< ^ Jo Jo X + 
i co +o X +1 со ЈО Prin ipoteză (Ut > 0 deci Н СУ"1 €—«x-«w)ldfc C^e-*" J* e-^dt- — C e~<x+i<0)t d t. . o X +i co 
Jo Continuind fc ! Jo (X + i co)fc Eezultá de aici cá N(ico) este o functierationalá de i co deci G(1 co) este o funcție raţională 
de i со, deci /-..* X^/- XP(ico) Р(1 со ) ^( со ) (1 + сод) С (1 со)  —-—- - —' * О(1со) Q(1«*)2 Condiţia 
+îcog)<T7(ico)>0revinela_co)Q(îco )>0Osautffe P(1co) (— 1 со) > 0. Partea reală a produsului dintre Р (i 
co) Q( — i co) este un polinom în со2, deci totul revine la a căuta condiţiile ca un polinom В (x) să fie pozitiv pentru а?>0; 
am notat x = co2. ' Să observăm că sistemele studiate se obțin din sistemele de forma at a = e* y — r 1, plinind y = x. într- 
adevăr, obținem ^= Ах + bf(a), at fi \ a = c*A-Ix — [c'A^b + rlt, căci x = Ay + b5, deci y = A-Ix — A-lbţ. 


168 TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Bezultă în definitiv sistemul (5) cuy=r+cA'l b. 
Consideratiile făcute mai înainte arată cá y > 0 este o condiţie necesară pentru stabilitatea absolută. Să luăm A = diag (—jjl4) 
şi să vedem ce devine condiţia din teorema 2.2. Avem <?= - [c'A-itfv-Artb] + M< r + e*A"Ib % co e*A-*(1t*B -A)-*b= - £ 
«zi V4 C&L {(1 + gico)<?} = —1 t*< VMI gp«) m2 *w21*- | АМ11-1 =îi=1 T Notind L(A, b, c) = max #«-1 min max V 
«^0 CO /Ti (ui + co2 condiţia de stabilitate absolută se scrie r2L(A, b, е). Dacă bi Ci max Үт <*>0 <*> ifl + CD2 > E 
condiţia de stabilitate absolută se scrie r?^^-L(A, 6, c). Din lim V I«K«o«-1 VH + со2 rezultă 6, c)>0 . Tinind seama de faptul 
că = 0 max К + *>2 W 


STABILITATEA SISTEMELOR DE REGLARE AUTOMATA 169» unde 0 dacă ^ — — j < 0, Ci = dacă b ^ — Aj > 0, se 
regăsesc rezultatele din paragraful precedent. Pentru matrici A de ordinul al doilea, T. Morozan а pus în evidenţă cazuri cînd 
L(A, 6, c) e mi n V«>o »=i nr Pentru a pune în evidenţă direcția în care trebuie continuat studiul, să observăm că sistemele 
studiate, de forma (5), sînt cazuri particulare ale sistemelor de forma ^ = Az + аКа)] a=p*z corespunzind situatieiin care A 
admite o valoare proprie nulă. într-adevăr, atunci A poate fi adusă la forma canonică reală А = ЁРІ 0 şi sisteU oj mul se scrie 
= Axx t a^f(a),^=a 2 f ( c ) . Dacă а24=0, o nouă schimbare liniară de variabile conduce la forma (5)» Putem obţine 
condiţii de stabilitate şi în cazul în care matricea A este hurwitziană; evident, acest caz este mai simplu decît cel tratat anterior. 
Vom considera stabilitatea absolută în clasa funcţiilor f cu proprietatea cá hla2"af(G) < h2a2, h2 < unde h^ şi h2 depind 
defunctia / , dar К este acelaşi pentru întreaga clasă. Fie z (t) o solutieoarecare a sistemului giu (t)solutiasistemului omogen Fie 
G(t)-P*Z(t) Şi f (t) = 1/W'W Pentra0<*<]Opentru T <t. 


170 TEORIACALITATIVÀ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Notăm cu w(t) soluţia sistemului liniar neomogen ^ = Aw + 
afT(t), w( 0) = 0. (*) at Funcţia w(t) este continuă şi are derivata cu discontinuitate de prima speţă pentru t = T. Avem w (t) = 


(t) - &fI(t) + qc* = = (*) - fr W + V*^fp]/* Wdt = = «QtV[^* w — ~ */ + * «ogc* М | / ^а со. Am notat aici cu w 
respectiv fT transformatele Fourier ale funcțiilor w respectiv fT. Deoarece pentru t> T funcția w(t) verifică sistemul omogen, 


rezultă că w şi ^ ^ descresc exponential, deci formula considerată din teoria dt transformatei Fourier se poate aplica. Din 
sistemul de ecuaţii (°) pentru w rezultă, aplicînd transformata Fourier, i cow = Aw + afT , w = — (A — iwE^aJ^ Notăm M = 
(A — 1<х>Е)~1а , q=p*M Avem w — — МЈТ şi deci Presupunind —+ (Ut (1 + i co а) $ > 0 deducem x (T)« 0. Jc Pe de altă 
parte, VAT)-C p*z(t) - Ifla(tn-qp*-^-p*u(t) ~ [*(*)]dt.JoL & dtdtJ 


STABILITATEA SISTEMELOR DE REGLARE AUTOMATA 171» Eezultá < i [p*u(t)*qp* 4r] /w <) ] duDino" <«/(«) 
<* o", Tezultá Ao 9 ^- a2 = de unde > deci / (а) (а~ - #/ №» * 7 * 1 = <А КК Rezultă fa2 (<) d< + q [°УТ)Ғ (a) da < fi p* 
и (t)*qp" Y[*(«)] dt. Jo го (0) .0 ( dti Notînd F(a) = ('/(«) do, obținem 7*3 ^а 2 («) аї+ qF[a(«)] < g P [»(0)] ^^ tt(t) + 
gp*^^J/[a(*)|dl.Fiea (T) > 0; pentru0 <a <a (T) avema/(a)»a2 fel ? deci r° <T) h f(a)>hl<*, \ /(о)да> -S.o 2 Dacă 
a(T)«0, pentrua( T) «xa«0avemGF(A)^A*HI, 


172 TEORIACALITATIVÀ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE deci / (a X ^а, f(c)dG<hX adc- JO(T) Jo(T) 2 /(<r)d<i> 
<*2(Т). deci r°<n h^ JO 2£ — |<Үе-а '(&(0) dt Rezultă în toate cazurile Е [o(T)-> ^o2(T). 2 Putem scrie prin urmare 
inegalitatea а h. G2(T) +h z Сга 2 (t) dt «qF[a(0)]] +2 0+ Л *«у + } /b«)]di. Аует |« (1) | <ре-"'|®(0) |, 
Din a /(a) < h2 a2 rezultă |/(<1) | < h2 |а | deci [r[p*«(«)* «** -^-1/[o(«)]diuplja«)]|]|»(0)|CV«'d *.|JoLdtJ 
o<f«sr Jo Tinind seama de aceasta rezultă în definitiv а -а2(Т) + a2(t)dt < iF [a (0)] + 72 | x(0) | sup |а (*)|.2 Jo H K r Din 
inegalitatea ql+0*¥(T)<CqFlo (0)] + L2 (0) | sup | «r(t) | 2 O^t^T deducem, ca in cazul tratat mai înainte, I«(t) «a(1»(0)]) si 
tinind seama de formula variaţiei constantelor deducem şi | (» (*) К««(1» (0) |). De aici rezultă — < a3 (|х (0) |) si cu 
aceleaşi raționamente ca în cazul I dt I anterior, din a2 (t) dt < G rezultă lim G (t) = 0 silim x (t) = 0. JO «-*<*> Т> °° 


STABILITATEA SISTEMELOR DE REGLARE AUTOMATA 173» Am demonstrat astfel: TEOREMA 2.4. Dacă matricea A e 
hurwitziană si dacă există q> 0 astfel încît — + «Ut (1 + 1<*а)р* (A—i<*E) ~1 а > 0, atunci oricare ar fi Te funcția f cu 
proprietatea că există h^ şi h2« Ic astfel ca h^ a2 « a/ (a) < h2 a2, soluţia banală a sistemului este asimptotic stabilă in mare. 
Prin urmare am considerat pînă acum cazul cînd matricea A este hurwitziană, precum şi cazul cînd ea admite o valoare proprie 
nulă. De aceea este firesc să ne ocupăm acum de cazul cînd A are două valori proprii nule. Dacă acestor valori le corespund 
divizori elementari simpli, o transformare liniară de variabile aduce matricea A la forma sistemul devine o ^ = Axx + aif(a), ^ 
= azf(c), ^= a3/(a). dt dt dt Dacă unul din numerele a2 şi a3 este nul, de exemplu dacă az = 0, ultima ecuaţie devine dt şi se 
vede că nu putem avea stabilitate asimptotică decît în raport cu mulțimea 73 = 0. Dar în acest caz sistemul devine de forma 
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2.12.5. 


observăm că funcția С este invariantă faţă de transformările liniare ale sistemului. Fie într-adevăr у = Dz. Avem ^= DAD"I у 
+ Daf(c), a =p*D-*y d6Ci **=DAD-*y+DafM. dt 


174 TEORIACALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Noua funcţie G1(8) = -p*D-1 (sE-DADI )Da = -р* (sE-A)a 
este deci egală cu G(s). Pentru calculul efectiv al funcţiei G este util să observăm că ea este= soluţia sistemului sz -Az—a, 
G(s)=p* z. TEOREMA 2.5. Dacă «е1<0<7(1<0)> 0 pentru toti co > 0 şi lim f2eco2 <1(1со) < 0 , 6) 0 soluţia banală a 
sistemului este stabilă în mare oricare ar fi funcţia f ctt <*f (<*) > 0 pentru a =/=0 , lim(/ (а) da =o o. Jo Dacă în plus 
avem lim <7>titoG {1 <*) > 0, CO-fOO atunci soluţia banală este stabilă in mare oricare ar fi funcția f cu a/(a) > O pentru а= 
0 şi lim sup( |/ (а) | + (a) d a) = oo. о + oo Jo Dacă > 0 st lim <UtuPG(io) < 0 şi dacă soluţia banală este stabilă în mare, 
atunci ea este asimptotic stabilă in mare. Prin urmare, dacă те!<*С {1<*)> 0 , Пт«етсо© (1со) > 0, Пт (Ч co2O(ico) < 
0 , 6>-*ao со-Ю soluţia banală este absolut stabilă pentru toate funcţiile fcuaf(a) > 0 pentrulim sup ( |/(а)| + [a f(c)dG)-0o. o-f 
+ oo JoDacă (Ut ico С (ico) > 0 şi lim (Ut co2O(ico) < 0 atunci stabilitatea absolută are loc numai în clasa funcțiilor cu lim ^ / 
(a)da=oo.a-*tooJo 


STABILITATEA SISTEMELOR DE REGLARE AUTOMATA 175» Pentru demonstraţie observăm că deoarece condiţiile sînt 
impuse numai funcţiei G şi aceasta e invariantă, putem presupune sistemul adus la o formă canonică convenabilă. Alegind pe D 
astfel са fB 0\ DADI = 0 1 Ko o oJ sistemul devine ăt dt dt G = Q* X + Pn-IVn-l + PnVnCalculind pe G(s) după procedeul 
indicat mai sus, găsim 0(8) = — Q* (g ff — K)-1*» PNBN+ PN-LBN-L 8 S2 Rezultă că lim02e o2G(i«o) =pn~\bn , deci apare 
condiţia pn-l bn < 0 . în particular, bn=f= 0 «Putem deci efectua о nouă transformare х=х, v)— i- (bn J/n-i bn—iyn ), £ = yn bn 
bn şi sistemul devine ^= Вх + bf(o), dtd73 *dl"6'a-g*x——a"? — р 73. Deoarece G (s) este invariantá, este suficient 
să demonstrăm teorema pentru sistemele de această formă. Pentru asemenea sisteme avem G(s) = —q* (SE - B ^b +- +s s2 


176 TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Condiţia lim^e co2(7(ico) < 0 se scrie acum P> 0. Mai 


departe, (Ut (icoG (10)) = — (Ut i o g* (1с01? — J5)"1 b + a = = — <Utq* (1с01? — В + B) (1соЈ5? — B)-xb + a = = - Olt g* 
B (1coJB - B)-* b + a - q* b * Tinind seama de faptul cá q* B (1со1? - B)-1b = q* В ( - icoJE? - J3) ( -ico.E - B)-1 (ico-E - 
J5)"1 6 == q* B (— 1<*Е - B) (со21? + J52)-1 6, putem scrie (Ut (1co(1co)) = g* J32(CO2JE?  L?*)"1 6 + a - q* b. Condiţia 
lim (Ut (ico С (ico)) > 0 «1)-2QO se scrie deci a — g* 6 > 0. Yom stabili acum o serie de leme care reduc succesiv problema 
la unele fapte mai simple. LEMA Г. Fie P=181+151+hl1,Po=lIwbl+15ol + HOJ. Dacă pentru orice soluţie a sistemului 
avem \ t(t) K; «W(po)* fl^noi avem pentru orice soluţie şi inegalitatea 1*(*)] <<Mpo)Demonstraţie. Pe baza formulei variaţiei 
constantelor o? (t) = eBt a?o + f eB <«-*>Ы [a (r)] dx = eB« a?0 + feBU-")b d T = Jo Jo dr = emx0 + 1 (t) -eBtbt (0) + £ 
Bqb <«-*> b £ (T) dr. Deoarece B este hurwitziană, avem deci | x (t) | < Кх e-AVpO + Ib |^(р0) + JS^| B 'b ^ (Po) £ e-*o«-> 
dr < (Ро). 


STABILITATEA SISTEMELOR DE REGLARE AUTOMATA 177» LEMA 2. Dacă (3> 0 şi limi /(a) da = oo şi dacă pentru 
orice 8olu*->+0* Jo tie avem r<*{t) 15 «K<MPO),1/(%)<**< <МРО), Jo atunci pentru orice soluţie avemp( * < Мро 
) Demonstraţie. Funcţiile +4 (г) = f7(a) da, (г) = / (a) da Јо Jo sînt monoton crescătoare şi continue; fie 4 * 6 (тг) = тіп { ^4 
(г) > . Din ipoteza lemei rezultă < МІ* МІХ < Мро ) deci IB(«9)|<+6 -1 (+.(Po)) = +7(Po). Dina = q*x—a£—pyjşip 
> 0 rezultă рр+^МРо) + V+7 (Ро)=<МРО). P P Din |1 (t) | «^ (p0), \m (t) | € (p0), h (*) I € (Po) rezultă p (t) < (Po) si 
lema e demonstrată. LEMA 3. Dacă (570, a—q* 620, lim sup( |/(a) | + T/(a)da) = oo а—> + oo Jo şi dacă pentru orice soluţie 
avem | (t) | € <J*i (p0), V /(a)da«^3(p0), atunci pentru orice soluţie avem p(t) < <Ј>9 (p0). Demonstraţie. Pentru toti t pentru 
саге1«М1<<111+М + |р Po are loc şi inegalitatea //(a(*))|« sup |/ (D|. H*K(I«I-H«l + 131)Pt 


178 TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Arătăm cá pentru toti t pentru саге I (<) IX I& I 4- I«l + 
IPI)Po are loc inegalitatea 1/(°‹)1<<МРО) > unde.,, lgll*IXMPo) + IEIXMPo) TIO VPo) — OL — q* b Avem 1^0) =H A 
«b-«50-Pilol«(1&1-1« + IPDPoi dacă există ^> 0 astfel cal ?^ ( «|» (|& |+ |a [+ |pDP o , atunci există t2 cu 0 < t2 
< ^ astfel ca di Punctul /2 este marginea inferioară a mulțimii punctelor din [0, în care а (J2) = a(^); dacă in punctul t2 avem ^ 
< 0, atunci există dt O<tz<t2 cu a2(/3)<a2(/2) şi cum a2(0) «a2(t2) există O<tA<t3 cu a (/4) = a (/2), ceea ce contrazice faptul 
cá t2 este margine inferioară. Existenţa lui tA rezultă din faptul că a (t) este continuă, deci admite proprietatea lui Darboux. 
Avem^da^ga-aíi)N.a»«b) gdUh)-2dtvdt2 Ldtdt K d< J = а<«,)[4* Bx(tz) + г M[«(«.)] -« («] - ps («*)], deci 1 
_ <МРо)- IPI <M?o))l «(«.)!* 2 dt Dar *(*>)/1>(*.)] > 0 , deci deci 4 < I«(*»»I < - («-a * b) 1/ (««)]I + lall * 14». (po) 
+IPIWpo)>=2 dl = ® («•)1 [-(«—a*») 1/ [o(«]I-lall -b 14», (p0)+ IPI <W (?,,) |= 21«(«1[-(«-2*6)1/0(«]1 
• +116 14», (ро) +1рі «h (ро)] • 


STABILITATEA SISTEMELOR DE REGLARE AUTOMATA 179» Din d c*(t2) > 0 dt rezultă - ( « - |/ [а ©] |+ |9] B | (Po) 
+ [0 | К (Ро) > 0 deci |/му] |<Ј «МММ = fco(Po). «. — q* b Am demonstrat astfel afirmaţia făcută mai sus. De aici 
rezultă siP fM I < (sup /([*) |, <{;10 (Ро)), 1»6to, о«)] [»|«d«- i«H [3)р» unde am notat [0, сг (()] segmentul cu extremitățile 
0 şi a(t) chiar dacă cr (t) < 0. într-adevăr, dacă [«r(t)| <(!<?! + |«Hp]) Po avem |Н<(|« +M + IPDPo şi sup |/ ((1) 1 < sup |/ ((x) 
|. Dacă | о (<) 12 (111+ «+ ТР) Po, n6[0,0(9] IuICUqI-* 1<х |+ Р)ро |«(0)|<(1?Н-|«|- Р), pentru orice p cu | 
р|> {1\4 |[4-Га | +1 р |) Posi (x #0, a (()] există *i€[ «M] cu Ix = с(И), deci [/(j1)| < ^10(р0). Din inegalitatea stabilită rezultă 
са С<Ј(0 \ /(а) da + sup | «p (fi) |< <J>U (p0). Jo n6[0.o(«] Fie Hi«()=t7(«)d<i+ sup /((1),^1 3 (г) =rr/(<T)darsu р |/((1)| Jo 
O^n^rJo—r^n^O Avemt/ W da + sup /(tx)^min(^l 2 (Ja,^l 3 (Jab) = ^ (la) , JO ^G [0. oj deci de unde Mai departe, 
demonstratia continuá ca in lema 2. Tinind seama de lemele demonstrate, prima parte a teoremei se reduce la obtinerea 
evaluárilor | £(t) | < pO ) si V /(a)da < «J/3 (pO). . o Pentru obţinerea acestor evaluări se foloseşte transformata Fourier. Fie 
"JOC TXT(t)g*BeB«—1726/R(r)DT-*(g*6-a)/r(«). 


180 TEORIACALITATIVÁ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Ca de obicei fT =r e - ^/ г (0 = [T e-*«f [a («)]d t. Jo .0 
Deoarece B este hurwitziană, există transformata Fourier a funcției q* BeBt b şi această transformată este egală cu q*B (1vVE— 
B)-1 b. Pe baza teoremei asupra produsului de compoziție avem XT = q*B (i coE— B)"1 ЪТ + (q* b - oc) f T . Fie 
xr(«)/r(«)d*- — г Xt/t dco = . 0 2 ^j—oo 21 J oo = - — «Ri(1 coG(tco)) |/ r|2d « 0.2t: ; oo Condiţia « e (i<o(?(i<0))>0 
conduce la (jl ( T) « 0. Avem = g* 23е*< + (q*b - a) / [a ()] - pt (f) + f g* BeB^ bf [a («)]dx = q* BeBt oc0-St(t) + \Т (t) Jo 
pentru 0 < * < T. Eezultá Avem Н (T) = £^^- q* Вей x0 +p (*) ) / С® («)] àt « 0. fT d«rM fa(T) fa(0) Jo dt Jo Jo Jo Jo dt 
2 - fi * £e«a?0/P(«)]d-— - С q*Bemx0 = - q* BeBTxOUT) + Jo Jo dt + qBxot(0)  ?q*B*e*xot(t)At^-2dWNBWKI'snp 1 ^ (<) |- 
K^qWBI^Xtlsup|t(«)]re-^'dt»-X2pO0sup 0<КТ Jo 0<«Т 


STABILITATEA SISTEMELOR DE REGLARE AUTOMATA 181» Eezultá astfel ro(D i po(0) 1 f(G)da + — p$«(T)-jrt P o 
sup U ( *)|-fía)áaJo2;,-ippK MT XO.Fie <{/16 (г) = max(^4(r), ^5(г)). Avemro(0) .o Eezultă го(0) \/ (а) 4а<<| 
м (|<1(0)|)<<М|8|+|а |+ Ро = <МРо)(О{Т) 1/(d)da*—p5«(T)-jrlPosupIS(f]-^8(p0) «[x( 
Т)<0. Јо2 о^^гСитУ/ (а) da» 0 şi — (3 > 0, rezultă inegalitatea Jo 2 Y(T)-2KsPo sup |5 («)|<4^(Ро)= 
'h»(Po)o^f^r p De aici, prin procedeul care a mai fost folosit, rezultă | £(<) |-« <МРо) pentru toti t > 0. Tinind seama de 
evaluarea obţinută pentru £ (t) se deduce imediat din inegalitatea fundamentală ro (t) \/ (a) da ^ K 2 Po ^20 (Po) + ^is(po) = 


<Мро)Јо Cu aceasta prima parte a teoremei este demonstrată. Demonstrația ultimei afirmaţii relativă la stabilitatea 
asimptotică necesită unele pregătiri. LEMA 4. Fie Y (t) definită pentru t> 0 cu derivate pînă la ordinul Ix şi astfel ca d«Y(f) 
d'iY (t) < K pentru t*0, Z=1,2,..., ^ Presupunemcá d^ dt'1 este uniform continuă pe semiaxa t > 0. Daoa există 1 <; ZO < Ix 
astfel ca lim = 0, atunci lim ^= 0 pentru 1 = 2, 3 00 d^ Demonstraţie. Presupunem prin absurd că afirmaţia lemei nu e adevărată 
pentru derivata de ordinul j, 2 <j < Atunci există A > 0 şi un sir tk astfel ca lim tk = co. Din ipotezele teoremei rezultă cá toate 
derivatele 


182 TEORIACALITATIVÀ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE sînt uniform continue pe semiaxa t > 0. De aceea se poate găsi 
un şir ё astfel încît d'r(«) ар > — pentrutt[tk,t*]. Deducem2 2К> căci dacă d ^ Y (**) df-1 dt'-' ату d<> d'Y-*' -'k d< 
> — pe [it, «fc |, atunci păstrează semnul pe acest segment (orice derivată are proprietatea lui Darboux). 4 К Eezultá | t* — tk 
| <. Deducem de aici cá putem alege pe Ш astfel ca d* y ) dt' inegalitatea strictă = ; într-adevăr, nu putem avea pe | tk <* y « ) 
dP A > — căci ar rezulta 2K > — ceea ce 2 2 A este contradictoriu. Prin urmare pe acest interval există puncte în care ^^^ < 
— , deci putem alege pe tk cu proprietăţile | tk — %| <, 2 Аар djy (?) dPA 2 dt > — pentru 16 [tk, 1* ]. Din continuitatea 
uni2 formă rezultă că există $ > 0 astfel ca 11 — tk | < 8 să implice d'Y (В) dP di'-1 pentru t -*• оо. Pe de altă parte, < — ; de 
aici rezultă tk — tk >e 8, deci A d'"1 y > — 8, ceea ce arată cá r 1111 poate avea limita zero dt' d'—1 Y ($*) dP-1 dP-1 « 
deci d^ di' d,*1 y (t) dti+1 d* | sup | I «€['*.«*! d'+^t) d£-1 < < sup 1 * 1 * ']-1 sup |dP d TL Aa di,+1 ^ 8K Eezultá cá dacă 
afirmaţia lemei nu e adevărată pentru derivata de ordinul j, ea nu este adevărată nici pentru cea de ordinul j+1 , nici pentru cea 
de ordinul j—1, ceea ce conduce la o contradicţie faţă de ipoteza din enunţ. 


STABILITATEA SISTEMELOR DE REGLARE AUTOMATA 183» LEMA 5. Dacă pentru toate soluţiile p ($) <Мро) şi LIMI 
(t) = 0, t-y oo atunci soluţia banală e asimptotic stabilă în mare. ~ e. Avem ^ (t) = eB«x0 + f eB(«—T) bf [a (T)] dx = еВ< x0 
+ CeB«-T>b ^^ Jo .0 dT = еВ< (а?0 - Ho) + bl (t) + f BeB^ bl (т) dr. Jo Cum lim em = 0, de aici rezultă imediat cá lim I(t) = 
0 implică lim x (t) = 0. (->00 1-+ oo Pe de altă parte, ^= q Bx(t) + (qb - «y[»(«) ] - fii (t). dt Din ipoteza P ( < ) < <Мро)> 
rezultă | *(«) K«MPo),ISWI«-*9(po),h(*)|«-*t(Po),deciI (*) 1< (ТИ I- I«I*-1 PI) +9 (Po), I/ 1>($3)] 1 
< +20 (Po) do dt < +21 ( Po) * Bezultá cá a(t) e uniform continuă pe semiaxa t > 0, deci f [> ($)]e uniform continuă. Aplicám 
lema 4 си &=5(0,^-/[««>]. ду9У Avemlim —- = 0 şi din lema 4 deducem lim —1- =0,deci lim/!>(*)]=0. оо dt 1 °° 
dt2 t-^oo Deoarece | «"(f)K([il + |a 1+1 PI)<MPo)> de aici se deduce cá lim CI (J) = 0. t oo Din a (t) = q x(t) — al (t) — (St)(*) 
şi P > 0 rezultă acum limr] (t) = 0 OO în definitiv e demonstrat că lim p(J) = 0. <->00 


184 TEORIACALITATIVÀ A ECUATIILOR DIFERENTIA LE in acest mod demonstrarea completá a teoremei s-a redus la 
demonstrarea faptului că în condițiile din enunţ avem lim £ {0 = 0. Pentru t-y oo aceasta este nevoie de încă o lemá. LEMA 6. 
Dacă (Ut ico С (ico) > 0 pentru toti co > 0, există sm«n( 8) = W— r — ;;,0<m0 < & ,ak4= 0, Уо^О *+a Isk-1+... 
+ak 1s + ak eu proprietăţile : 1? Rădăcinile ecuaţiei sk + 1 +...+s+ak= 0 au părţi reale m. 2? (Ut (ico 6? (ico) — \Н 
(ico) | 2 > 0 pentru toti co reali. Demonstraţie. Avem, după calculul făcut mai sus, (Ut (ico (?(£«)) = q*B2 (ta2E + ЈВ2)-1 6 + 
a — q* b «0,2? 1=m0 m>2 6),2? j=0 Fie îfc= m2 + m0 — mv Considerăm un polinom arbitrar de forma sk + sk~~1 +... + 
ak-1 $ + ak ale cărei rădăcini au părţi reale negative. Funcţia J( <02) = (Ut (1соС(1со)) este continuă şi (1со)у<> (1co)fc + 
Ox(ico)*—1 +... + (1<0) + ак lim Ј(<02) = - ^4 , lim T(co2 ) = bm0 ak Există deci y0 4= 0 astfel încît J (со2) < — pentru 
toti co2> 0 reali deci 1 — Yo J (<*>2) > 0. inmultind eu (Ut (соб? (ico)) rezultă (ico 6r (1со)) (ico)w 2 (ico)fe + «i (1со)*-1 
t...-ak 1 (ico) * ak» 0 . Observăm cá deoarece polinomul sk + +... + ak-i $ + ak este hurwitzian numerele aj sînt toate 
pozitive. Sá facem de asemenea observaţia că dacă m0 = 0, mx = m2, rezultă 4— 0 şi polinomul se reduce la o constantă; 
enunţul lemei revine la faptul că în acest caz (Ut (i<*G (ico)) este mai mare decît o constantă pozitivă, într-adevăr, cazul m0 = 
0 mx = m se poate ivi dacă şi numai dacă oc = lim (Ut (1coG(ico)) > 0 , a— q* b = 1 i m Olt (ico С (ico)) > 0. 


STABILITATEA SISTEMELOR DE REGLARE AUTOMATA 185 Aceste inegalităţi, împreună cu (1со)) > 0 pentru toti «o» Or 
implică tocmai existenţa unei constante pozitive care márgineste' inferior pe «Ut (10 С (1co)). în acest caz faptul cá lim p (t) = 
0 rezultă imediat. t QO Aveml i (T ) = - f( " Kc(ic»)G(i«*) VT *d«*—-I-C )7r2dco = 2n ,1—до 2TZ J—0OO = = т. . о Jo 
Deci, tinind seama de expresia lui [x(T), ro(t) po(O) i 1\а)а « - V(«&)d®+—p$«(2')-tff p0 sup|5W|---—-pg < Jo Jo20 < «r2 
«-Y^VIXWd*.0 Dar prin ipoteză p (J) < (p0); rezultă >n deci Notind rezultă lim (j Tp [a (*)] а= L< oo. r-><*> = С/*!> 
(9]dr-£,Jody fdtlim— = 0. Pe baza lemei 4 deducem deci Dar deci lim lim/*[>(*)] = 0, OO Cit* 1 00 lin/>(9] = 0. / 
QO M W, df <-> оо а^ 


186 TEORIACALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Din x (t) = eB< x0 + f eB bf [a (?)] dx rezultă acum şi lim x (t) 
= 0. t oo Din rezultă insă Cum rezultă deci Să scriem lim/[>(«)] = 0 şi I&(«)K«MpO ) oo Uma (*) = 0. t-+ao a(t) = qtx(t) - 
^(t)-^yi(t)lim-* pi,(«)] = 0, t OO lim t-+ao to W + at = 0. d* Deoarece avem prin ipoteză а > 0, (3 > 0, deducem JL* Ct 
— —- (t—T) vi«)=ea 7)0+\eat(T)dt.,0 Tinind seama de faptul cá lim £ (t) = 0, rezultă imediat cá t oo lim rj (t) = 0 
(de exemplu aplicînd regula lui Hopital). t ao Dar dacă avem şi lim y) (J) = 0, atunci lim £ (t) = 0 şi demonstrația oo oo e 
terminată. Lemele 5 $16 sînt necesare tocmai în cazul cînd oc = 0 sau a — q*b = 0 şi deci Jc > 1. Fie mai întîi Te = 1. Atunci 


polinomul din lema 6 se reduce la 8+ах. Fie yx definită de sistemul dt al % di Sf, («)= % = - «1^+ 5 = - у. № + 5 («), di di 
«) ==-+/1> «| =- 4 */«)]. dt df 


STABILITATEA SISTEMELOR DE REGLARE AUTOMATA 187 Fie % definită de d u 1^(0) = 0, dt u2 = —alul-fT(t). 
Observăm că din felul cum a fost ales yl (0) rezultă y2(0) = - ахух (0) + 0 = — So ~ ?)о + ?)о = — So «ах y«(0) 2 - aiy. 
(О ) = о «şicum pe [0, T] si Yoverifică aceeaşi ecuaţie diferentialá,rezultá ux (0)~ = ?«(*), u*W = yAt) pe [0, T]. Deoarece 
(7)= 0 pentru t^ T, rezultă că pentru t > T avem |^ (t) |< K' е-<М, | u2 (t) < K' e-«if. Aplicăm transformata Fourier şi obţinem 
1<%у>1= % = Ё11(0+%--,у^ху,г  io)r— Tjr— ;;Jr "r/r — ;/rico +% + Dacă m0 — 0 avom y0 ux = 2f (1«0)/r, iar 
dacă m0 = 1 avem y0 u2 = = jff (1«0)/r; prin urmare y0 = E (1€ fT. Fier<+ 1d * YoipdWA4riw^n/^dO.]Jo27c J— 
OO 2rc J-OO Avem (X (T) + MT) = - i T (ico(t (1со))- | $ (ico) 2] ЕТ 2dco < 0. 2nJ—qo Баг! x ( T) > -^22(Po), deci? 
(T)<"22(pO),adică Yoldt<+22(p0)Jo.sau Yo ylo+sfo < +22 (Po)Jo 


188 TEORIACALITATIVÀ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Fie L= [ Vmt+3dt, = ( у^+3 d t— L, Jo d* ;0 dv din lim — 
= 0 deducem aplicînd lema 4, că -+сс Ut deci adică li m^ = 0 ^oo d limyl'+z = 0, f oo lim уто+>а = 0. oo Фу Aplicám 
din nou lema 4 cu —L = yl dtl Z = 1,2,3,4, ZO = m0 + 3. Eezultá lim y2(t) = lim y3(t) = lim y(t) = 0 too t oo ao Dar din lim y3 
(t) = Um y2 (t) = 0 t oo t oo rezultă lim £ («) = Оюо şi demonstraţia este terminată. Cazul fc > 2 se tratează la fel. Fie yi 
definite de sistemul % = y}+1, j = 1,2,..., & - 1, ^=- £ +1 +7) СО й cir 3=1У1(0)=-%1$О+— 7)0, * (<>) = — 50, 
Y,(0)=0,J=3,...,FC. «ata» Introducem funcţiile sr»*iW = - ^r 1 - =- S ^+ <*>> di j=i k 3= 1 у («) = = - S Vk 
—i+z W +f 1> «)]. di 32i 


STABILITATEA SISTEMELOR DE REGLARE AUTOMATA 189 Din p(t) < (pO) rezultă cá */),£,/ [cr(*)] sînt mărginite 
şiuniform continue. De aici rezultă | yf (t) | ^ (po) pentru j=1,..., Тс-\-3 ;pentru primele Tcf acest lucru rezultă folosind formula 
variaţiei constantelor, iar pentru ultimele, direct. Fie acum % (t) definite de di du k at „=i k 96 +1 2 — +1 +/Т (*)* j=1 Avem uf 
(t) = (J), j = 1, + 1 pentru 0 < * < T. într-adevăr, yj*2 (0) = 0 pentru j = 1,..., Tc + 1 şi pentru 0 < t < T, functiiley/42 (J) 
verifică acelaşi sistem ca u$ (t), Pentru t > T avem | uf (t) | < Y e-k"1 cáci/r = 0 pentru t > T şi sistemul omogen corespunzător 
este hurwitzian. Aplicind sistemului în ui transformata Fourier rezultă yOumo4.1 = H(1oi)fT de unde, ca in cazul precedent, 
deducem Y ŞI ul9+idt = y2m.+z&t < +22 (p0) Jo Jo şi apoi Km y^o73 {0 = 0. too Aplicind lema 4 cu dl y dr deducem Ктуј ft) 
= 0, ] = 2,3,..,ft - 3, oo lim 5 (<) = lim [yk+1 (t) + £ а у+2 (*)] = 0 t-+00 (-*00 J-—1 şi teorema e demonstrată. Exemplu. 
Considerăm sistemul format din ecuaţiile scalare dx ., v — ax + y — f (a), dl -JL = z - cf (a), o = x, dl 


190 TEORIACALITATIVÀ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE (-a 1 0^ Matricea părţii liniare a sistemului este 10 0 1 Isi se 
0. Calculám pe С (s) după procedeul indicat mai înainte s x = — fli + ун, sy =7+ с, sz = b. Rezultă deci ~ b z c с — — z= 
—,у1=— Н> (а+ $) х=у+ 1, $$$ 52 $ * = уа+ѕ ats deci Avema + s ^s $2) lim co2 С (ia) = — — < 0 dacă b > 0. Deci 
3U^, а. — Вх] ^1 _ [ico(fl-ico) + c(a-1co)(1coG(ico))-1«0(l1-- = А*а + ico ^ico co2 J [ — Si ( ICOa + 6)2 + ac — 
ICOC ICO + \ ~ { a2 + co2 co2 (a2 + co2) j a2 + со2 ico b(a — zco) co2 (a2 + со2) ас — 6 + co2 a2 + co2 Se vede cá lim 
(ico С (1co)) = 1. Condiţia (zco G (zco)) > 0 pentru со > 0 se reduce la ac— b^ 0. Рип urmare, dacă a > 0, ft > 0, ac—b^0, 
soluţia banală este absolut stabilă» pentru toate functiile/ cu a / (a) > 0 pentru a^tO, lim sup ( 1 / (о) | *+*\/ (а) da) = oo. a-*- 
xao 1° Si de data aceasta metoda lui Y. M. Popov dă rezultate cel puţin la fel de puternice ca cele bazate pe construcţia unei 
funcții Liapunov de tipul obişnuit. Anume, dacă există o funcție Liapunov, negativ definită de tipul „formă pătratică plus 
integrală" cu derivată în virtutea sistemuluir pozitiv definită, condiţia (Ut (1co 6 (1со)) > 0 este îndeplinită. Demonstraţie. 
Scriem sistemul echivalent t£ = Bx + bf(c), at ft \ Tt=f{°)> at 


STABILITATEA SISTEMELOR DE REGLARE AUTOMATA 191 191 şi funcția Liapunov V (x, а) = x*Nx + 2telx + 2Gc;x + 
yllt* + 2 Ү12#а + Pentru f (a) = fta, Jt > 0, Е (a?, a) devine Vh (x, 5, a) = + a? + 2a<£ а? + Yw2 +2 + (y22 - В) a2. Derivata 
în virtutea sistemului va fi fiV di Avem Wh (x, !;, a) > 0 şi pentru h = 0 căci dacă ar fi strict negativă, ar rămîne negativă pentru 
h suficient de mic. Eezultá — x* (NB + B*N)x*tc(Bx + a ci Bx + 2 + (с;ос+у12{ + y220)(qBx-pţ)>0 x'Nx + 2 ţ c 1 x + 2GC2X 
+ YiiS2 + 2 У125® + Y22 «*2« 0. in particular, pentru х=0, \ = e2 p, а = Y22deducem din prima inegalitate - s 2 P2(Y12*2P + 
Yi2 )>0. pentru toti s deci Y22 = 0. A doua inegalitate dă pentru х=0, £=s2 , a-yi2r e4Yn + 2Yf2e2 + Y 2 2 YÍ2 «0 deci Y12 
= Tot aceeaşi inegalitate dá pentru x = e2 c2, £ = 0, a = 1 е4  2e2c2c2 + Y 2 2 < 0, deci c2 = 0. Punind din nou in prima 
inegalitate x = B* е2, £ = — 1, cr = 0 se deduce В*с1 = 0, deci ^= 0. Eezultá cá are forma x* Nx УП t? — h cr2, iar 
derivata în virtutea sistemului liniar este — x* М (Bx + bha) + — (Bx + bh a)* Nx + 2 2 + (MY n + -%Вх-(46-а)Аа)>0. 
Punind x = & B'1 17(со), 5 = 0, а= 0, 


19 2 TEORIACALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE «deducem — co2 (B-1 U (co))*NU (со) + — co2 
TT(co)NB-1U(«>)> 0. 2 2 Luind U (о>) = — Bíb»aE + B*)"I b si punind x—U (у), £ = 0, <r= > deducemh 
U'(<a)N(BU(cy»)+b) + (BU(«*) + bYNU(a>) - q' ВО (о>) + 2 2 + oc-g*&^0. Dar Ј517(со) +6=-В2 (+ B2) 16+ (со21? 


+52) (co2JE + B^b = = со2(со21? + -B2 )-1 6= ^B" 1 U în definitiv obţinem — а ВТ] (co) + a — g* 6 > 0 ceea ce coincide 
cu mt (ico С (1co)) > 0. Sá observăm cá derivata funcției Vh pentru x = 0, a = 0, ^ste nulă, deci nu există funcții Liapunov de 
tipul considerat cu derivată pozitiv definită. Si in această problemă se poate folosi metoda funcţiei Liapunov. Dacă (3 —f- 0, 
sistemul este echivalent din punctul de vedere al stabilitătii absolute cu» dt T t = f ( ° ) > at O conditienecesará pentru 
stabilitatea absolută a acestui sistem este $>0. într-adevăr, din stabilitatea absolută rezultă că valorile proprii ale matricii A b 
01=|qAq*ba-f>,010) [Н este matricea sistemului liniar care se obtinepentru/(a) = a), au părți reale negative, deci (— 
1)*+2 det H = ( - 1)» det H > 0. 


STABILITATEA SISTEMELOR DE REGLARE AUTOMATA 193 Dar det H = — det [ A 0 ^=B det A - ] SI(- Пи det H = 
( - Dn p det A. Tinind seama de faptul са A este hurwitziană, rezultă cá < — [п det H > 0 deci p > 0. in cele ce urmează se va 
presupune deci p > 0 si in plus lim î /(«r)dcr = oo. | o I oo „0 Pentru orice matrice T > 0 există B > 0 astfel încît BA + A* В = 
— Т. Considerăm funcţia М(х, 5, <j) = (Bx, x) + $ {* + 2LAF(A)D-J. .0 Derivata acestei funcţii, în virtutea sistemului, este ^ = 
- {(Тх, x) - 2 ((Bb + A" q), x)f(c) + 2 (a - q b)P(c)!. dt d F Eezultá că este o formă pătratică în x, a cu matricea dt fr -(Bb + 
A*q) —(Bb+A*qY 2 (a — qb) Prin urmare, necesar şi suficient pentru ca această formă pátraticá să ће pozitiv definită este 
ca det( r - < «+ ^> 0. «(Bb*A*qr 2(a -q'b)J Aceasta conduce la condiţia а - q'b > — (Bb + A' q)' T"1 (Bb + A'q). 2 dF 
Deoarece se poate anula numai pentru x = 0, a = 0 şi această muldt time nu contine semitraiectorii întregi, deducem cá o 
condiţie suficientă pentru stabilitatea absolută a sistemului este a — q b > mini (Bb +A*q)* TY(Bb*A'q). r^» 02 


194 TEORIACALITATIVÀ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Fie acum A = diag ( - ft), T = diag (Y<). Eezultă 5 = d i a g (^ 
- ) , (Bb + A* qyr-HBb*A's,- I^Tifti-arfft^unde 64 j qi sînt coordonatele vectorilor 6, q. Deducem min (£6 + A*q)* 
T^Bb + A* а) = 2 V * qi r»o Hi dacă > 0, dacă bí qi < 0. Obtinem astfel următoarea condiţie de stabilitate absolută i-i 1 1 
qibi> 0. Să observăm acum că, în cazul cînd A e diagonală, avem j=l te>> + (X4 tc» (0* şi inegalitatea O(1u7) > 0 devine 
Teorema Іш M. V. Popov conduce la următoarea condiţie de stabilitate * BZ ОТ СО? a > max V * Deoarece (Ut {icoG(ico)} = 
a pentru co = 0, inegalitatea 02eico (? (ico) > 0 pentru orice co>0 implică a > 0 chiar dacă matricea А nu este diagonală. Din h 
gi - n f 1 0 тах —^—:—- = 0< <7», = ([X? + C02 *10 & , & < < ) п deducemcă a > £ e'* este o conditiesuficientá de 
stabilitate absolută, i=l şi regăsim rezultatul obținut mai sus cu ajutorul funcţiei Liapunov. în cazul cînd b4 q4 > 0 pentru i = 
1,..., ж, avem min (Bb + A* qY T"1 (Bb + A* а) -Or- or diagonală 
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considerind matrici nediagonale, deoarece T"1 este pozitiv definită şi deci (Bb + А* ду Т"1 (Bb + A*q)> 0. în cazul cînd b4 
q4 < 0 pentru 1 = 1,.. avem min (£6 + A* qy F'1(Bb + A) = - 2 qb r > o r diagonală şi din nou, minimul nu poate fi îmbunătăţit 
considerînd matrici г nediagonale. într-adevăr, daca ar exista T > 0 astfel încît (Bb + A* ау VI(Bb + A* q)< —2 q* b am 
deduce că pentru OL — qb» — (Bb + A* QY T"1 (Bb + A* q) 2 există o funcție Liapunov $1 сит [S-b + A (Bb + A* qy r-i 
(Bb + A* q)< 0 2 am putea avea o funcţie Liapunov pentru ос<0 ceea ce contrazice concluzia trasă pe baza teoremei lui 
Popov. Cum această concluzie nu folosea faptul că A e diagonală, deducem că pentru orice A hurwitziană şi orice T > 0 are loc 
inegalitatea (Bb + A* ду r-1(Bb + A*q)>-2qb. Luind а = ^A*"1 c, obţinem + -fi сј > - c* A*b. Această ultimă inegalitate а 
fost obținută pe altă cale de J. P. La Salle. în cele ce urmează vom scoate în evidenţă ideile generale conţinute în metoda lui Y. 
M. Popov pentru a putea ajunge Іа o generalizare a teoremei 2.2. Să considerăm un sistem de forma * = Ax+f(y), КО) = 0, dt 
unde y este un vector. Putem presupune fie cá y = 9 (7), fie că sistemul mai contine o ecuatie— = «7 у). dx Să presupunem cá 
am reuşit să demonstrăm cá pentru orice condiţii initiale(x0, y0) avem | y (t) | € y (x0, y0), unde у 0 cînd | xO | + | y0 | 0. 


196 TEORIACALITATIVÀ A ECUATIILOR DIFERENTIA LE Presupunem cá matricea A este hurwitzianá. Atunci va rezulta 
o evaluare de acelaşi tip şi pentru x (t). într-adevăr, avem x(t) = x(t0) + J eA(t-s)f[y(s) ]ds. Fie Mo) = sup 1/(2/)!. ТУТ<У 
(«o. V9) Deoarece / (0) = 0, rezultă cá * (ROJ Vo) 0 cînd | x0 | + |y0| o. Avem | x(t) | < Kx e-^^-'o) + e-^(^) х(®0, y0)ás <+ 5 
Vo)* Dacă în plus rezultă căci Ko limy(*) = 0, too limx(t) = 0, too 9» |» (t) I< Кх |+ C Kx f[ y (s)] | ds Го (' eK» M(y(s)) | 
ds lim e-»^-' f ( y (s)) | ds = lim = t-f oo Jt0 +>оо e 9t-fooJtO0 = lime g , y (j/g (f) 1 = limI f ( y(«)) |= 0. +\ oo KO eKit 
Rezultá de aici cá pentru a obtine stabilitatea asimptoticá in mare este suficient sá fie puse in evidentá proprietátile 
corespunzătoare ale Іш y(t). Aceste proprietăţi sint puse în evidenţă arátind cá există trei funcții continue, nule în origină, 
primele două monoton crescătoare, astfel încît *(\у\) + ^ Ы(\у\) М<е(\х0\„у0\). «o într-adevăr, dacă o asemenea inegalitate are 
loc rezultă în particular A (\У\) < С (\ХО\\ УО\) 


STABILITATEA SISTEMELOR DE REGLARE AUTOMATA 197 şi deci \y(t)\ <а-1(с(\х0\у0\). Tot din această inegalitate 
rezultă г» (|y|) d « <o([ROI>1!fol)Jo Pe de altă parte am văzut că rezultă 1 ® WI<P(l«bMy01) deci deci în orice caz 
dx dt d y dt «Y(I*ol»ISfol)» < »(I*ol^ lifol)Din convergenta integralei rezultă atunci limy(J) = 0. <-*00 Să observăm că dacă 
există o functieLiapunov se poate întotdeauna obţine o inegalitate integrală de tipul considerat. într-adevăr, din *(\9\)<\ {6 у) 
<Ъ(\х\уу\), dt ezultă prin integrare deci sau а(\у\)<Ъ(\х0\„у0\)-^с(\у\)ағ *\у\)+^с(\у\)аЪ(\х0\,у0\). Metoda Іш Y. M Popov de 
obtinere a inegalitátiiintegrale de forma dorită este următoarea. Se consideră o funcțională pátraticá x (T) ^ V P^tru care se 


caută pe de o parte evaluări inferioare de forma а\(у\) + + b(y Dd£ + S(| x0 |, [y0 |), pe de altă parte o evaluare superioară de 
JO forma c (| x0 |, 11/0 |). Pentru obţinerea evaluării superioare se foloseşte 


198 TEORIA CALITATIVÀ A ECUATIILOR DIFERENTIA LE transformata Fourier. intreaga artá legatá de aplicarea metodei 
constă în alegerea convenabilă a functionalei x (T)Yom considera sisteme generale deforma ^= Ах + Ву, ^ =/(«), z= СІх + 
D1y. dt dt Facem schimbarea de variabilă x' = Ах + By, у = у, Z = z. Obtinem dt dt dt ЈК " dt Jy z = Cx (А x' - A' By) + 
Dx yf. Suprimînd indicii şi accentele, scriem sistemul sub forma «^ = Ax + Bf(z), ^=/(«), z = Cx + By. (6) dt dt Vom presupune 
că matricea A este hurwitziană, iar D nesingulară. Căutăm condiţii care să asigure stabilitatea asimptotică în mare, oricare ar 
fi functiilef(z) de forma (/»(£»)) verificînd condiţiile M*</<(%<)*<<(&<unde St, 8», h! sînt numere pozitive date. 
TEOREMA 2.6. Presupunem că există matricele P, Q diagonale cu următoarele proprietăţi: 1) dementele matricei P sînt 
pozitive sau nule; 2) dacă un element de pe diagonala lui P este nul, elementul corespunzător al lui Q este strict pozitiv; 3) PD 
este o matrice simetrică, PD < 0; 4) fie Fh matricea diagonală cu elementele hi9 <7(ico) = P [PT1 - O (1соЕ - -А)"1 B-Q [СА 
(1<*Е-А)-* B+D + CB] 1со)=-[0(1со) + 0*(1co)], 8= lim JT(ico) = 2 -PFTI — - [<? (0B+.D) + (.B* С*+2>*)$*]. 2 
Presupunem H (i co) > O, $ > 0. soluţia banală a sistemului (6) este asimptotic stabilă în mare, oricare ar fi funcţia f din clasa 
considerată. Yom arăta mai întîi că din ipotezele făcute rezultă că matricea D este obligatoriu hurwitziană. Fie Р = IP LO m D 
= [*DI PB= (PIDIPIlI>21s PD trebuie să fie simetrică, lo or \D M1 o o y deci Рх D2 = 0. Deoarece Рх e nesingulará, 
rezultă B2 =0. De aici se deduce că valorile proprii ale lui D sînt cele ale lui Dx şi D4. Din PD < 0 rezultă P 1 D 1 «0 ; dacă 
există u0=£0 astfel încît 


STABILITATEA SISTEMELOR DE REGLARE AUTOMATA 199 P1DI u0=0, rezultă Dx w0=0, deci JDI este singulară, deci 
D este singulară* ceea ce am exclus. Eezultá Рх Dx < 0. Functia V-— (РІ Dx (DTI u), DTI w) 2 este deci negativ definită, iar 
derivata ei în virtutea sistemului du _ — = Dlu este dt 1 (Рх Dx (DTI u), DTI Dx u) = (Px uu), deci este pozitiv definită; 
rezultă cá Dx e hurwitzianá. Considerăm acum matricea H( 0)=(НІН* deoarece Н (0) > 0 rezultă Hi > 0. Avem H(0) = - (<? 
(0) + G* (0)), О (0) = P [ЕТІ + CA'1]1] +2 +Q [CB-D— CB] =P [FT1 + CA *B] -QD. Dacă ©(0) (Gr rezultă, tinindseama 
de forma lui P, că unde am notat Bezultă О == 1^0 V'0Q* )it4 =_|«?41>4+1>;<?4). Conform ipotezei, <?4>0, deci V= 
— — (Q4 v, v) este negativ definită; 2 derivata ei în virtutea sistemului — = D* v este — (H* v. v) deci pozitiv dt 2 definită, 
deci D4 este hurwitzianá. Deoarece matricele A şi D sint hurwitziene, există matricele simetrice negativ definite M x şi M2 
astfel ca МХА + A* Mx = Ej М2р + D*M2 = E'. Funcţia V = (MI x, x) + (М2 y, y) este negativ definită şi derivata ei in 
virtutea sistemului ^ = Ax + BF(Cx + Dy), S = F(Cx + Dy) dt dt 


200 TEORIACALITATIVÁ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE este — = (Mx (Ах + BFCx + BFDy), х) + (Mx x, Ax + BFCx + 
BFDy) + cU + (M2F (CX + Dy), у) + (M2y, F(Cx  Dy)) = N(MA+A'MI x, x)+((MJ?D+D*F*Mt)y, y)-(^iFB(Cx*Dy)J x) + + 
(Mx x, ВЕ(Сх + Dy)) + (M2F Cx,, у) + (M2 y, FCx). Lnind Е = s0 jE', rezultă d Е — = (X, x) + SO (if, y) + e 0 T(X, y), dt unde 
am notat T(x, у) = 2(MIB(Cx + Dy), o?) + 2(Jf2 08, y). Avem I T(x,y)Va(x,x) + bw ly, deci d F dt V 2(1 —e0a) ) 4(1 — $0 
a)) d F Se vede cá pentru е0 suficient de mic, — e pozitiv definită, deci dt soluţia banală a sistemului t p = Ах + zQB(Cx + 
Dy), ^= 70(Сх + Dy) dt at este asimptotic stabilă; punind z = Cx + Dy, avem" = C^ + D^ = С(Ах + е0 Вх) + D е07 = САх + 
е0(СВ + D)z at dt dt deci soluţia banală a sistemului ^ = Ах + s0 Bz, ^ = CAx + е0(СВ + D)z di at este asimptotic stabilă deci 
matricea | A e0B \\СА 7^СВ-О)) este hurwitziană pentru е0 suficient de mic. 
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demonstra că această matrice este hurwitziană pentru toate matricile diagonale F> 0 cu elementele diagonale mai mici sau 
egale cu В{. Dacă afirmaţia nu ar fi adevărată ar exista o matrice 0 < Е 0 ^F h astfel ca matricea (А ВЕ, \ {СА (СВ+В)ЕЈ să 
aibă o rădăcină pur imaginară 1<00 deoarece pentru Е =e02£' matricea este hurwitziană. Avem detP OU^-XB BF 1 = У - CA(A 
- Е)\СА (CB*D)F--hE") = <Let{A~™ ВЕ W1 0 [-CA (A-E)-1+CB + DJF-ME' = <UbIA-X* ^L I CA (CB+D)F--kI)") det 
Cum Pentru Е —F0, X = 1 COO, rezultă A — i co0 Е ВЕ(А-1<*ОЕВЕО \ = q { 0 [-CA1A-1^E^B4*CB-*B^Q-i^E") det (A — i со0 
E) 4= 0 rezultă det ([- CA (A - i c00 E)^B + CB+ В]ЕО - i coOE") = 0. Pentru «o0 = 0 se capătă det BFO = 0, ceea ce nu se 
poate. Fie о>а=Е=0- Avem А (А - 1^E)-1 В = B + 1<%0(А—1 co0 Е)'1 В căci din (A —1«*0E)(A — i (АдЕ)'1 =E rezultă A (A 
— i co0 E)-1 — 10>0(А— 1с00 E)'1 = E, deci А (А — i ОдЕ^^Е + i c*0(A —i^E)'l. Eezultá CA (A - 100 Е)-1 В = CB + 
1<*0С(А- 1co0 E)-1 B, 


202 TEORIACALITATIVÁ A ECUATIILOR DIFERENȚIA LE deci deci sau deci - CA (A-i coo-E)-^ CB = - i co0C(A - 
i^E)'1 B, det ( [ - 1со0 C(A - 1c00 E)-1B + D]FO - i co0E'} = 0 det [ - 1 со0 (7(J. — 1с00 .E)-1 I? + D — 1со0 JTI | = 0, det 
[о (A —i to^E)'1 В + ^0"1 — D 1 Există atunci un vector 70 —f- 0 astfel încît = 0. c(A - 1 VOE^B*FOI — D L *0 = 0, deci 
sau Uezultá [i со0 C (A — i UqE)'1 B + 1со0ЈТІ — D] 70 = 0 [CA (A - i cOqE)-1 В - CB - р +i ^F^ | 50 =0. Jp (А - i co0 
+ JTI - -j— 1)J <? [- СА (А - icoo-E)-1 В + CB+D] + i co0 О-Р1"І J 50 = 0. Cum prin ipoteză Н (i со0) > 0, rezultă (На 
со0) 20, 20) > 0. Avem co0)s0 = PFn'z» - PC(ico0 E — А)"1 - [GA (1«>0Е- A)"1 £ ++0.В + D] 20 = PPTI $0 - PFol 20 + ~ 
+-PDz0-i<*0QFVI *0,%соп G*(1 co0)z0 =s PPjTI - P-Fi"1 - + < со0 GF^ $0, *coft deci Dar deci deci ( P^- JV 1)^,5s0) 


<>. Am obţinut o contradicţie, deci matricea e hurwitzianá pentru orice O <Е< Fh.( p^r 1 —-Po"1 )z0, z0)> о. O<FO<Fh, 
F^^Fnl, IVI-Fo'<0, 
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— 8, 2 pentru acei i pentru care > 0 şi — — Si pentru acei i pentru care 2 Hi< 0. Considerăm sistemul ajutător «^ = Ax + 
BFqz, ^-=Fqz, z = Cx + Dy at dt sau, echivalent, — —Ax*BFqz, — = САх + (CB + D)Fqz. dt dt Conform celor de mai sus, 
acest sistem are soluţia banală asimptotic stabilă. Fie acum x (t), y (t), z (t) o soluţie a sistemului (6). Considerăm soluţia x (t), 
y (t), z (t) a sistemului ajutător definită pentru t > T prin -condițiile x(T) = Х(Т),у (Т)= y (T),z (T) = z(T). Definim funcțiile 
Ix(t pentru0 < 7 <Т, x(t) pentruPentraO0 < «« T, \у(0 pentru T «t, fz(t) pentru 0 < < < T, x( \z(t) pentru T < t. 
Funcţiile x(t), y(t), z(t) verifică (exceptind punctul t = T), sistemul ^= Ax + ВЕТ (t), =fT(t), z^Cx + Dy di at Tinde . = J/(«(*)) 
pentru 0 < t< T, 3 [E, z(t) pentru _ Deoarece matricea sistemului ajutător este hurwitziană, funcțiile x, у, z descresc exponential 
la infinit, deci admit transformate Fourier. Fie X ( T) =т (/г (<), P(1- Dy- Frl fT (<))) ât + eO (ЕТ (0, fT (t)) dt + Jo Jo + 
[?*(fAt), 0(«))d« = ('(/(»), PCz-FT1fm't + Jo Jo + r(Fq І, P(5 -F^E-Z2át- r(/ T(t), PBydt-eO(/ T(t) JT(«))di-Jr 
Jo Jo + «?*) dt (Fqz, Qi)át. 


204 TEORIACALITATIVÀ A ECUATIILOR DIFERENTIA LE Din Fq « Fh rezultá deci Din rezultá Fn'F, «E, (Fa 5, P(z- 
FnlFqz))> 0. А=2 (pDy, = 2 (PDO, /r ) fd lim y(t) = 0. = (PDyO, y0) căci Mai departe (^i, QzZ)dt--(Faz Ох) Z=-- (F9 
Z(T),QZ(T)) It iar deci deci £ (Fa 5, Q%) dt - - *( Vf«, О*)а Fqz( T), Qz( T))--(Fqz0,Qz0), JO * J - 1' r (U(t), Ош = 
t*(/(«) - FqZ, Q&)dt - 1 (Ez0, Qz0) = Jo Jo ^=pt/ W- *,*,w - (P9 «о, Qz0) = <î>(z(T))-<>(z0)-(FQZO, Qz0), unde am 
notat <*> (*) = f(/(*) - «, <2 cte) = S Qif (/«(«0 -/j«Od«. Jo 1 Jo Sá ne amintim cá dacă & > 0,/] = şi cum1*J/A(w) — ~ 8| wj 
0 rezultá cá pentru acesti i avem 


STABILITATEA SISTEMELOR DE REGLARE AUTOMATA 205 dacă q{ < 0, atunci fi = Jii-— 2 % şi deci ul fi W - f1 *]«0 
deci .'о deci din nou q X U fi - f^) du>0. Jo Rezultă în orice caz O (0) > 0. Tinind seama de calculele de mai sus deducem 
Х(Т)>^(*), Plz- Fr'fmdt-^PDyo, y0) + eo[a?*(fT(t)fT(t))dt- .0 & Jo + O (z (T)) - О (*0) - 1. (Ft z0, <?*,,). 
Transformînd pe x(T) prin aplicarea teoremei lui Parseval din teoria transformatei Fourier, deducem x(*) = 0 - г -Fr1 Jt)) «* 
<> + ^T (7T,JT)^+ 2 ICJ ao21cJ  ,ztc oo unde/T este transformata Fourier a lui /r ,2 transformata lui z, y a lui y, za, 
lui2. Din deducem 10* x — x0 = Ax + JS/T, unde £ este transformata Fourier a lui x. De aici (ico J5 — = x0 + ВИ, x = (ico E 
—A)-1x0 + (ic*E — J.)"1 BjT. Din 


206 TEORIACALITATIVÀ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE rezultă deci Din rezultă deci і<*У — Vo = /r» 1 , 1 г 96 co 9o 
co 7=Сх + Dy z = C x +Ву ~2=С(1<*Е- A)'1 x0 + Са co E - А)'1 BfT* -By0 + —BfT. ico i co De aici deducem z = icoz— z0 
= ic* C(itoE — A)'1 х0 + ico (7(ico E —А)'1 ВТТ+ + Dy0 + DfT — z0. Вели * = fr (fT,P(C(1o0» E-Ar*x0 + C(1«*E- 
Ar*BfIZIC J—QO -JT ^^d ^+ ^-r(/NrJjdw -^T(/^QtioC^- AJ-iaJo-h^7TJ-QO^TCJ QO-tcoC(»«- 
P/i. + Dy0 + DfT-s0) а«==-^г[-РС^-Е-^Р+РЕТ! ++ (»*> C (J. -»to.E)"1 £- D ]/*) dto +^TC J—OO ^TCJ 
— ОО = 6t /r)dco*- (fLfT)dco + 2 TC ОО 2TC J. ОО i r°° + 1Т\ UT, LXO + My0 + Nz0)dco. 2tc J qo Deoarece x (T ) * 
reală, rezultă 2TC J—oo 2TC оо 


STABILITATEA SISTEMELOR DE REGLARE AUTOMATA 207 Deoarece JT(ico) > 0 şi lim H(i co)» 0, rezultă Н (1 co) > 
a2 W. Alegind | Oi | —* ОО pe е0 suficient de mic, rezultă H(i со) — eOE' > 0, deci putem scrie Н (1 «*) — e013' = К (i со)2. 
Eezultá X ( T ) = (KU-K-HLXO + MYO + LTZO), KTT-K^LXO0 + 2 7T J qo + My0 + Nz0)) dco + fr (K-HL x0 + My0 + 
Nz0), K^(Lx0 + 27T J—oo + My0 + Nz0))d«*. Convergenta ultimei integrale rezultă din faptul că termenii de sub integrală se 
comportă la infinit ca — . Deducem de aici co2 x 1 T ) < + г (K-i(Lx0 + My0 + Nz0),K-*(Lx0 + My0 + Nz0)) dco. 27T J—oo 
Tinind seama de evaluările obţinute anterior avem f (/(«), P ( z - ЕТІ f(2))) + ^ (PB y0, *0)+*oC(/Mf f(z))dt + Jo * Jo + 
O(«(T))-«D(00)-1(J'(r«o, Qz0)« y(|»0 І, |0}, | «o |) z sau O(z(T)) + 62), P (z -ЈУІ /(«)) + e0 /«)d* < «(I I + I «b DAvem O (s) > 
0 si (/(s), P(z-Fnlf(z)))» 0. într-adevăr, din zf < zifi(zi) < 07? rezultă cá pentru > 0 avem 8< z< < /< < M< $1 — > 0deci 
(*« "" > deci. \ n»i J cum > 0, rezultă Pift ^ — > 0 ; pentru s* < 0 avem ^< </<<&< deci Zi — — fi < 0, deci Pi /,) « 0, 
deci, cum în acest ( hi J caz < 0, rezultă din nou p4 — Fie acum a(r)- inf &(s), ir) « inf [/(«), P( «- JT'/ W) ) + &a(/W» 
KO 


208 TEORIACALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Avem О<‹)> a (f* D, (/(*), P (0 - Jt"1 /W) + ce/(9)> * (I «I) 
deci inegalitatea obținută se poate scrie a (|0(T)|)+ri(|«(1)|)cU<c(|fl)b|+ abl). Jo Dar am văzut mai sus că o 
asemenea inegalitate implică stabilitatea asimptotică în mare. Cu aceasta teorema este complet demonstrată. Să observăm că 
această teoremă generală poate servi în studiul stabilităţii sistemelor de reglare cu mai multe organe regulatoare. $ 4. 
STABILITATEA PRACTICĂ A SISTEMELOR CU ELEMENTE DE TIP RELEU în încheierea acestui capitol vom prezenta un 
rezultat care apartinetot lui Y. M. Popov, relativ la sistemele de reglare care contin elementele de tip releu. Acest rezultat 
prezintă interes teoretic şi din cauză că este un exemplu de modificare а noţiunii de stabilitate; aşa-numita stabilitate ,,practicá" 


sau е0 -stabilitate care se introduce cu acest prilej se poate dovedi utilă şi în alte probleme. DEFINIȚIE. Soluţia banală a 
sistemului se numeşte z0-stabilá dacă pentru orice z > e0 există 8 (e) > 0 astfel încît \у(Ю) | < 8 (z) să implice \у(0\ < z pentru 
t^œt0; z^stabilitatea este asimptotică dacă în plus există T (7), z) astfel încît е0 < | y (t0) \ < vj şi t> t0 + T (у), Z) să implice у 
(t) I< e (din nou e > e0, TJ > 70). Se vede că această definiţie diferă de aceea obişnuită a stabilităţii uniforme prin faptul cá 
funcțiile 8 (z) şi T (y), Z) nu mai sînt definite pentru orice e > 0 ci numai pentru e > e0. Justificarea acestei definiţii constă în 
faptul cá în practică valorile suficient de mici pot fi considerate nule, deci nu este necesar să putem asigura ca \y(t) | să fie 
oricît de mic, ci numai mai mic decît nişte valori convenabile. Este uşor de văzut însă că pentru sistemele liniare această 
definitienu reprezintă о slăbire reală a noţiunii de stabilitate după Liapunov. dF PROPOZIȚIE. Dacă există V(y)cua(y |)<Е(у) 
«6(|y,— < — с(\у |) dt pentru | y | 7)0, atunci soluţia banală a sistemului este е2 - asimptotic stabilă, 72 = a~1[b(zJ]. 
Demonstraţie. Fie 8(e) == &-1[a (e)]; funcția a(r) e definită pentru г > ex, deci 8 (e) e definită pentru e > zx. Dacă e > e 2 
rezultă a(z) > a (72) = b(z^) şi 8(z) = b'l [a(z)]»zl. Pi& I y (t0) |< S (e); dacă | y (t) | rămîne mai mic decît atunci, evident, I V 
(t) I< e pentru t > t0. Putem deci presupune cá există ^ astfel încît Si < Іу1< s (£) şi dacă h> *0 pentru t0 < t < tx avem 
W(f < z^ 
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«V(y(t))^V(y(t1))^b(w(t1))^b(S(z)) = a(z) deci y(t)i<e. Fie acum T(1j, e) =, ?1 si fie £1 < | y(t0) | €7j. Arátám că in 
intervalul [;t0, t0 + T] există t' astfel încît | y(t') \ < < S(e). într-adevăr, dacă am avea | y (t) | >- 8 (е) > ex ar rezulta ^< - e ( \ y 
\)<-е[8 (2) lat deci VIV(«)] -V3«0)] < - »(«9](* - U deci y Vy «o +Т0]-У [;y(t0)] <—c[S(e)]T =- 6 (73), deci y & «o 
+ *o)] < Е [y «o)] - b(rl) <b(y(t0)]) - fi(1,) < 0, căci y(h) \ Dar y (V(*o + n» > « (IV (h + TO) |) > a [*(«)] şi am ajuns la o 
contradicție. Eezultá \у(#)\< »(«), deci I y (J) | € e pentru J > +, deci în orice caz pentru t >° t0 + TO. Propoziția e demonstrată. 
Sá considerám un sistem de reglare automatá care contineun singur element neliniar, descris de sistemul de ecuatii diferentiale 
Y = Вх + Tcf(a) + Ier, ^ = (6, 0) - pf(a) + rei, (7) at at unde / (сг) verifică următoarele condiţii: /(cr) >* p pentru cr > 8, — a p< 
/(cr) < ppentru | cr | € 8, /(cr) <; — p pentru сг< 8. Vom spune cá o functie/ care verifică aceste condiţii aparține clasei Op. a * 
Yom presupune în cele ce urmează p > 0. 


210 TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Luînd / (<j) = h cr se obţine sistemul — = Bx + Jch G + L A, 
d* ^= х) — ph G + RA. Matricea acestui sistem va fi (B hJc +1\ U -ph + г) si va avea ecuaţia caracteristică detf*-^"--'L 
oVb-ph-*r—XJsaudetf*"^*UMatf*-**")—0l &r—ll[b- p) ceea ce se poate scrie sub forma Q(X) + hP(X) 
= 0. TEOREMA 2.7 . ecuația P ( X )=0are rădăcinile cu părţi reale negative, atunci pentru е0, 90, a dati se pot găsi p0, 
80, astfel încît dacă /€«7p0.80.« să aibă loc proprietatea de e0O-stabilitate asimptotică a sistemului (7). Demonstraţie. Facem 
în sistem schimbarea de variabile t) = px + + &cr, care e inversabilă deoarece p=f=0. Considerăm vectorul ^= Avem — =p — 
= p Bx + pJef(o) + pl a + Je(b, x) — Jepf(G) + Terc = ай dt dt = B(ri-IcG)*plG + Ісб + W (— 7)- — ICG) = + — Jc 6*] t) 
+ V3> PJ ( V) *^pl + rk — Bk — W Тс] а= Af + ма, unde J. = B + —lcb* V = == — (&, 7) - JCG)-pf(G) + ra =ălp= (a, 
73) -p f( G) +6. 


STABILITATEA SISTEMELOR DE REGLARE AUTOMATA 211 în definitiv, A, da /./ v./ ~ = A 7] + ma, — = ау — 
pf(a)*r'G. dt dt Ecuația caracteristică a matricei .A este det (B — + —Jcb*) = 0. P Să observăm cá — 1, (-1)» ^ det - Xi? + 
— j Eezultá cá Р(Х) = 0 este tocmai ecuaţia caracteristică a matricei A, deci condiţia din enunţ asigură cá A e hurwitziană. 
Există deci o matrice P > 0 astfel încît PA + A* P = N, cu N< 0. Alegem V = (Рӯ, tj) + + — 02 ; rezultă V > 0. Mai departe 2 + 
(Pt), Arl+ma) + a(atyi-pf(a)41r'G) = ((РА+А*Р)г, tj) + + 2 (Pm, ура + (a* 7) a - pa/(a) + r' a* = (JWkj, ij) + <r [СУ, О - 
*/(<*)]; am pus (T, 0 = 2 (Pm, 7)) + (a, 7))+r'a, deci (Pm + ă\ T =1 f)* Din М < 0 rezultă Deoarece Е este o formă pátraticá 
pozitiv definită, există constantele a0 Si \ pozitive, astfel ca «ol ^I2«F(TI, aX&ol СП. Fie Jf0 = a0e$, iVo = */)8. Considerăm 
domeniul j/^^jp < IC I < ?)o * Dacă în acest domeniu | a |< ^J / , atunci | tj | > * deci există (j1 > 0 astfel ca (jv^, tj) < — (jl. ° 


212 TEORIACALITATIVÀ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE nFieacumvastfelca| y,| <vpentruțastfelca\J<|£] 
««t)Q.Alegemp0-—4(1--A),A»O0arbitrar, V * mini" 11ir^o 1 K — шип [ 2у [1 + а(1+ А)]' ~2~ 1 J Se vede cá pO şi 80 
depind de МО, t)0, a, deci de е0, 7)0, a. Deoarece p > 0, rezultă ро > 0. Fie | <j |> 80. Eezultá dF-t)-pa/(a)-*a(Lt)« 
(М>, т>)- р\а\|[/ (а) |+у |а |. dt Dar pentru | a | > 80 avem |/(a) |> p0 deoarece / g СРО.80. <*. Eezultá y|/(a)|» v(l1- 
A),p|/(a)|-v>vA, deci d F <(Nri, 7 — y A |а | а dacă fFM^C K K ^i o , М> У Не асит | <] | < S0. Eezultá^- «(^7) 
‚ 7))+ 5 0 (у-+раро) 41 căci /ЕСРЯ. «,.<** Пагу +раро=у +ау+ау^=у (1 +а(1+ А)) $1 ситз < #х(1- А ) 2Уу(1 
+а(1+А ) ) rezultă - A) deci 5 о(у+Јрар0) =850Уу(1+а(1+А)) <2 — «(JW), + «2 2 Dar ]/^-2-, deci | a | < $0 
implică | o |<уј/^, deci 


STABILITATEA SISTEMELOR DE REGLARE AUTOMATA 213 în definitiv, < - c ( | £ ) în domeniul Sá aplicăm acum 
propoziţia demonstrată mai sus în care >b(r) = b?r2» aW = а<>т2> = Atunci b(H) =h = Ј , е2 = а"1[6(0] = = £o* 
Conform propoziției precedente rezultă e2-stabilitatea asimptotică deci eO-stabilitatea asimptotică şi teorema e demonstrată. 
Observaţii. 1) Proprietatea de eO-stabilitate nu presupune numaidecit că sistemul admite soluția banală. De aceea nu este 


necesar să presupunem cá / (0) = 0. 2) Cazul releelor ideale se obţine dacă 80 = 0 şi se vede cá avem 80 = = 0 dacă luăm e0 = 
0. în acest caz rezultă deci stabilitatea asimptotică în sensul obişnuit. COMENTARII BIBLIOGRAFICE Problema stabilității 
absolute la sistemele neliniare de reglare automată a fost studiată pentru prima dată cu metoda funcției Liapunov în [36]. în 
acest domeniu au apărut monografiile [37], [38]. Studiul intrinsec, fără reducerea la forma canonică a fost efectuat de V A. 
Iakubovici în [39], [40] şi de S. Lefschetz [41]. Rezultatele din text, care dezvoltă pe ale lui S. Lefschetz, aparţin lui T. 
Morozan. Metoda lui Y. M. Popov este expusá in lucrárile [42], [43], [44]. Studiul cazului a douá rádácini nule cu metoda 
functiei lui Liapunov a fost efectuat de T. Morozan. Rezultatul lui V. M. Popov relativ la stabilitatea practicá pentru sistemele 
cu elemente de tip releu a fost publicat în [45]. Echivalenta metodei lui V. M. Popov cu cea a funcției Liapunov a fost 
demonstrată de V. A. Iakubovici in [46]. 


CAPITOLUL III TEORIA OSCILATIILOR Din punct de vedere matematic, teoria oscilatiilor contine problema existentei si 
stabilitátii solutiilor periodice ale sistemelor de ecuatii diferentiale. Se numesc, in mod uzual, oscilatii liniare 
solutiileperiodice ale sistemelor liniare. Solutiile periodice ale sistemelor liniare cu coeficienti constanti sau ale unor sisteme 
neliniare care nu depind explicit de t se numesc uneori oscilatiilibere; cind in membrul al doilea al sistemului mai apare o 
funcţie periodică de t, oscilatiile corespunzătoare se numesc forţate. în ultima vreme se studiază tot mai mult problema 
existenţei soluţiilor aproapeperiodice. în cele ce urmează vom prezenta unele fapte fundamentale relative la existența 
soluţiilor periodice şi aproape-periodice la sistemele de ecuaţii diferențiale ordinare. $ 1. OSCILAȚII LINIARE Să 
considerăm sistemul (Ns)f* — —A(t)x-f(t), (1) dt unde A (t) si/ (t) sînt periodice de perioadă co. TEOREMA 3.1. Condiţia 
necesară şi suficientă ca pentru orice funcţie periodică f(t) de perioadă co sistemul (1) să admită soluţii periodice de perioadă 
co este ca sistemul omogen corespunzător să nu admită alte soluţii periodice de perioadă codecit cea banală. Dacă această 
condiţie este îndeplinită, soluţia periodică a sistemului (1) este unică. Demonstraţie. O soluţie a sistemului este periodică de 
perioadă co dacă şi numai dacă #(со) = a? (0). Dacă soluţia este periodică, această condiţie este evident verificată; dacă 
această condiţie este verificată, 


TEORIA OSCILATIILOR 215 soluţiile x(t + co) şi x (t) coincid pentru t = 0, deci, pe baza teoremei de unicitate, coincid 
pentru orice t, deci x(t) e periodică de perioadă co. După cum am văzut în capitolul I, soluţia generală a sistemului (1) se scrie 
x(t-, x0)= U(t)x0 + C(t, s)f(s) ds. Reamintim cá U(t) = C(t, 0) şi cá C(t, s) este matricea care are drept coloane soluţiile 
sistemului omogen, astfel ca С (s, s) = E. Eezultă /eco #(со ; x0) = U(<A) x0 + \ С(со, s)/(s) ds. Condiţia de periodicitate a 
soluţiei se scrie #(со; x0) = x0, «deci rio x0 = U(10)x0 + 1 C(co, s)f(s)ds Jo sau [E — U(<a)]x0 = С°С(со, s)f(s)ds. Jo 
Condiţia ca acest sistem să permită determinarea lui х0, oricare ar fi funcţia /,' se scrie : det | E - U(<*)]=£0. Aceasta 
înseamnă însă că ecuaţia l7(co) x0 = х0 nu are altă soluţie decît x0 = 0. Dar U(t)x0 este soluţia generală a sistemului omogen 
şi condiția U(co) x0 = x0 reprezintă tocmai condiţia de periodicitate pentru soluţiile sistemului omogen. Condiţia det [E - 
I7(co)]-£0 este deci echivalentă cu cererea ca sistemul omogen să nu aibă alte soluţii periodice de perioadă co, decît cea 
banală. Teorema e demonstrată. PROPOZIȚIE. în condiţiile din teorema 3.1 soluţia periodică unică a sistemului (1) se poate 
pune sub forma x(t) = ^G(t, s)f(s)ds, jiunde G(t, s) = U(t)[E - U(co)]"1 IZ"1 ^) pentru 0 < s < * «co, G(t, s) = U(t+ co) [E — 
О(со)]"1 U"1 ^) pentru 0 <J «s < co. 


216 TEORIACALITATIVÀ A ECUATIILOR DIFERENTIA LE Demonstratie. Dacá x0 este valoarea initialá a solutiei 
periodice a sistemului (1), avem а?0= [ E - t7(co)]-^ С(о>, «)/(*) ds. Soluţia periodică se scrie deci co(t) = U(t) [E - E7(«*)]- 
*r<7 (0>, «)/(«)d* + С C(t, s)f(s) d*. Jo Jo Dar C(t, s) = C(t, 0) 0(0, s) = U(t) U-1(s). Rezultă х(0)= U(t) [E — U(1^)r1U(^U- 
1(s)f(s)ds--U(t)^ U-Hs)f(s)ds. Jo Jo Putem scrie s)f(s) ds, Jo unde G(t, s) = U(t) [E - U(co)]"1 U(z»») U-1(s) + U(t) U'Hs) 
pentru 0 < s < t < co, G(t, s) = U(t) [E - U(co)]"l со) Upentru0 «J < $ < со. Aceste formule pentru С (t,s) pot fi aduse la 
forma din enunţ observind cá U(t) [E - U(co)]"1 (со) U-1(s) + U(t) U-1(s) = = U(t) [Е — tf(co)]"1 U(<*)+E) U-1(s)- U(t) 
[ E - U(co)]"1 U"1 ^) căci din [ E - U(co)]"1 [E - U(c*)] = E rezultă [E - U(co)]"I- [Е - U(<*)]-1U(<*)=E. Din relaţia VE - 
U(co)]"1 [E - tf(co)] = [1? - tf(co)] [1? - tf (co)]"1 rezultă [E - U(co)]"1 U(co) = U(co) [i? - ^(co)]-1 deci 17(«) [JB - tf (co)]"1 
U(co) ЕТІ ^) = Ut) U(co) [1? - ^(co)]"1 U"1 ^) == tf(* + co) [E - U(co)]-1 U"1 ^). Propoziția e demonstrată. Să observăm cá 
din această propoziţie rezultă pentru soluţia periodică evaluarea | x(t) | < M sup |/, unde' M depinde numai de sistemul omogen. 


TEORIA OSCILATIILOR 217 TEOREMA 3.2. Dacă sistemul omogen — =A(t)x (2) dt' admite soluţii periodice de perioadă 
<o, atunci sistemul adjunct S - = - y A ( t ) (3) at admite acelaşi număr de soluţii periodice liniar independente ca şi sistemul 
(2). Condiţia necesară şi suficientă ca sistemul (1) să admită soluţii periodice este ca f să Не ortogonală pe soluţiile periodice 
ale sistemului (3), adică [k(t)f(t)dt = 0, fe = L,2...,1, «o fiind soluţiile periodice liniar independente ale sistemului (3)» 
Demonstraţie. Dacă sistemul (2) admite soluţii periodice, există xa astfel ca U(<»)x0 = x0. Am văzut în capitolul I cá U-1(t) 
are drept linii soluţii liniar independente ale sistemului adjunct; soluţia generală a sistemului adjunct (3) se scrie y(t-,y0) = yo 
u-*(t). Condiţia ca această soluţie să fie periodică de perioadă «o se scrie tot sub forma у(<»-,уо) = yo, deci y0 = y0, sau Vo 
=W 17 (co). Trecînd la transpuse obţinem sistemul u*(«»)yo = yoDar matricile 17 (<o) — E şi U* (<o) — E au acelaşi rang, 
deci sistemele О(о>)х0 = ХО Si U*(<*)yl = yl au „acelaşi număr de soluţii liniar independente. Aceasta înseamnă însă cá 


sistemele (2) şi (3) au acelaşi număr de soluţii periodice de perioadă «o liniar independente. Condiţia necesară şi 


218 TEORIACALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE suficientă ca sistemul (1) să admită soluţii periodice de 
perioadă co este ca sistemul de ecuaţii liniare [E - О (co)] a>0 = J" С (co, s)f(s) ds să admită soluţii. Să presupunem cá 
sistemul admite o soluţie periodică. Fie y (t) o solutieperiodicá a sistemului (3); să inmultimegalitatea de mai sus cu y (0). 
Avem y (0) ГЕ - U(co)] х0=,у (0) T U(co) U-Hs)f(s) ds. Jo Dar am văzut mai sus că dacă y (t) e soluţia periodică a sistemului 
(3), atunci у(0)=у(0) U(co) deci 2,(0) [E — C7(co)] = 0. Eezultá şi y(0) [E — U(«a)-^x0 = 0 deci y(0)^I7(co) U-*(s)f(s) ds = 
0 .0 sau Z7(to) f/"M«)/(«)ds- 0. Dar y(0) #7(0>) = y(0) Si 3/(0) = deci condiţia devine (%(«)/(«)4$ = 0 Јо şi am demonstrat 
că cererea din enunţ e necesară. Sá presupunem acum această conditieindeplinitá. Rezultă cá y0 U (co)f U-Hs)f(s) ds = 0 JO 
pentru toate soluţiile y0 ale sistemului Vo = Vo U(«*). Rezultă că sistemul y0 £E-tf(co)] = 0, yO U(co) ^ U"*(s)f(s) ds = 0 


TEORIA OSCILATIILOR 219 are acelaşi număr de solutiiliniar independente ca şi sistemul y0[E- О(о)] = 0 deci matricea E 
— U(«o) şi matricea extinsă la саге s-a adăugat coloana /*со \ О(10) U'1 (s) f (s)ds au acelasirang. Dar conform teoremei lui 
Kronecker Jo Oapelli, aceasta este suficient pentru ca sistemul [E- U(«d)-^ = Z7(«o) U-Hs)f(s) ds Jo «а aibă soluţii şi 
teorema e demonstrată. în cazul cînd condiţia de ortogonalitate din teorema 3.2 nu este verificată, sistemul (1) nu admite 
soluţii periodice $1 are loc fenomenul de rezonantà,: toate soluţiile sistemului (1) sînt nemărginite. TEOREMA 3.3. Васа 
sistemul (1) nu are soluţii periodice, afară de soluţia banală, atunci toate soluţiile sistemului sînt nemărginite. Demonstraţie. 
Dacă sistemul (1) nu admite soluţii periodice, există o soluţie periodică de perioadă «o a sistemului (3) astfel încît V(t)f(t) d£ 
4= 0. Jo Notind cu y0 valoarea iniţială a acestei soluţii avem yO[E- U(«o)] = 0 Si Fie x (t) o soluţie oarecare a sistemului (1). 
Avem x(t)7 U(t) 2 (0) +" C(t, 5) $) ds-17(0^(0)-*^U-M^/WD SJ, deci x(1o) = U(«o) |*(0) + ^ U-A(s)f(s) dsj , 
«de unde deducem = y0 U(*>) X(0) + y0 Z7(co) ^ О~1(5) 5) ds = = yoX(0) + y0^U-i(s)f(s) ds. Mai departe, putem scrie x{t + 
co) = U(t) а?(со) + J C(t, s)f(s) ds, 


220 TEORIA CALITATIVÀ A ECUATIILOR DIFERENTIA LE cáci in ambii membri avem solutii ale ecuatiei care coincid 
pentru t = 0» Rezultă a?(2co) = dsj , de unde y0 а?(2со)= y0 x(«*) + yO[? U-1(s)f(s) ds = y0 x(0) + 2yT U'1 (s)f(s) ds. Jo Jo 
Arátám prin inducţie cá pco y0 x (по>) = y0 х(0) + nyA TJ-1^) f(s) ds. 'rt Avem x(t + nco) = U(t) a?(nco) + C Cit, s)f(s) ds, Jo 
X deci Vo căci în ambii membri sint soluţii ale sistemului şi acestea coincid pentru t = 0. Rezultă [(n + 1) co] = Z7(co) 
J^(wco) -^P^W/W d^/*co а? [(w + 1 ) со] = y0 х(псо) + y0 \ 17-1 («)/(«) ds = Jo = уо^М + (n* 1) y o r U-1(s)f(s) ds. 
Jo Cum din felui în care a fost ales y0 rezultă Vo r*7 "1 («)/(«) . o din formula pco yOx(n«*) = у0х(0) + nyA U-1(s)f(s)ds 
rezultă cá soluţia x (t) nu poate fi mărginită, căci atunci şirul numeric у0 x(nco) ar trebui să fie mărginit. Teorema este 
demonstrată. $ 2. SOLUŢII APROAPE-PERIODICE ALE SISTEMELOR LINIARE Teoremele demonstrate pînă acum au avut 
un caracter pronunțat algebric. Vom stabili acum o teoremă mai slabă decît teorema 3.1, folosind о funcție Liapunov; interesul 
acestei teoreme constă în faptul că ea se poate extinde în cazul sistemelor aproape-periodice. 


TEORIA OSCILATIILOR 221 Să începem cu următoarea observaţie simplă : Dacă un sistem periodic x = /(*, x), f(t со, x) = 
f(t,x) admite o soluţie mărginită х0 (t) astfel încît lim [х0( + co) — x0(t)] = 0, t-fao atunci el admite o soluţie periodică. 
într-adevăr, şirul xn = x(nu>) «ste mărginit, deci din el se poate extrage un subsir xnjc convergent către un punct x! Din ipoteză 
rezultă pentru orice n deci Din rezultă şi din Tezultá Dar Eezultá deci lim [x0((n + 1 ) co) — %о(п<*)|= 0, oo lim x +1 = x k- 
+оо К lim x = x* К-во R lim x(t-, xni) = x(t-, х*) К-+00 lim ^nju+l = ® К-+оо * lim = a?*). fc-foo ; = J [(% + 1) <»]) = (* + 
(96 + 1) co) = = xO(t* <* + nk«*) = x(t+ co; a?0(tt* co)) = a?(* + co ; a?^). lim a?(J; а?п.+1) = lim a?(J + co ; a? ) = x(t+ со; 
a?*), fc-*oo * *-*oo * a?(J; а?*) = а?($ + со; a?*) şi soluţia determinată pentru t = 0 prin valoarea a?* este periodică. Sá 
considerăm acum sistemul (1) şi să presupunem cá soluţia banală a sistemului (2) este asimptotic stabilă. Fie xO(t) o 
solutieoarecare a sistemului (1); deoarece х0(1 + co) este de asemenea soluţie a sistemului (1), rezultă că х0(1 + co) — xQ(t) 
este soluţie a sistemului (2), deci lim [х0 (t+ co) — a?0 (()] = 0. fc-foo 


222 TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE Prin urmare, pentru a deduce că sistemul (1) admite o 
solutieperiodicá, este suficient să arătăm că soluţia banală a sistemului (2) este asimptotic stabilă şi că sistemul (1) admite o 
soluţie mărginită. Yom arăta însă căr chiar în condiţii mai generale, dacă soluţia banală a sistemului (2) este uniform 
asimptotic stabilă, atunci sistemul (1) admite o soluţie mărginită. LEMĂ. Se consideră sistemul (1) unde A(t) sif (t) sînt 
presupuse mărginite pentru $>-0. Dacă soluţia banală a sistemului (2) este uniform asimptotic stabilă, atunci toate soluţiile 
sistemului sînt mărginite pentru t^O. Demonstraţie. Conform teoremei 1.6" există o formă pátraticá(V (t) x, x) cu proprietăţile: 
("di"^+ AW 8) = Folosind aceleaşi calcule ca în demonstraţia teoremei 1.7, deducem dV* —-[x(t, x0) ^ -2(V(t)x 
(t; , x0), / («)), di unde x (t; t0, х0) este solutiageneralá a sistemului (1) şi 7*(t) = (V (t) x ( f, t0 , x0), x(t-,t0,x0)). Dacă 
deducem L= sup | f ( t) | > 0 dV* — — < -10(6 4» ®о) I2 + 2-MX I x(t; t0, x0) I dt Să considerăm acum o soluţie oarecare 
cu | x0 | < 2LM. Eezultá V* (t0) = (V(t0) x0, x0) < M | < 412 M 3. Demonstrám cá pentru orice t > 0 avem 7 *(*) «412m 
Dacă afirmatianu ar fi adevărată, ar exista {1>Ю astfel încît V^tj) = 412 Jf3 Şi < 412 J f3 pentru < t < tv Dar atunci dF* > 0. 
t-ti 


TEORIA OSCILATIILOR 223 223 Pe de altă parte, 4i*jf3 ^ (h) < M | x(t; x0) deci I &(«1; «о, &b) [2 > 412 Jf2 ,I®(«! 1 
«о>®о) [> 2 LM Avem dF* d* < I; &o) I- 1; »о) I) < i«-&i ceea ce contrazice inegalitatea găsită mai sus. Existenţa lui tx 
este contradictorie, deci V*(t)<4:L*M* pentru orice t > t0, deci ceea се arată că soluțiile cu | x01 < 2ML sint mărginite pentru 
şi anume | x(t-, t0, x0) | <; KL. Din cauza stabilităţii asimptotice uniforme rezultă că toate soluţiile sînt mărginite şi lema e' 
demonstrată. Tinind seamă de această lemă şi de consideratiile preliminare făcute rezultă că dacă soluţia banală a sistemului 
(2) este asimptotic stabilă, atunci sistemul (1) admite o soluţie periodică unică, asimptotic stabilă. TEOREMA 3.4. Se 
consideră sistemul (1) cu A (t) şi f ( t ) aproape-periodice. Dacă soluţia banală a sistemului (2) este uniform asimptotic 
stabilă, atunci sistemul (1) admite o soluţie aproape-periodică unicăj uniform asimptotic stabilă şi care verifică o evaluare de 
forma : X(t)VK sup |/(«) Demonstraţie. Din lema precedentă rezultă existenţa unei soluţii mărginite u (t). Din u(t) = 
A(Du(0-+f(0), u (t+ D)=A(t+ T)u(t+ T) + f( t* T), rezultă u(t + T) -u(t) = А (0 [ut + T) -ut] ++ [A(t+ T)- A(9]u(t 
+ T)+ f(t+T)-/(«). gFie MI = sup | u(t) | + 1, ТО ^^ — aproape perioadă comună pentru A s i / ; К e constanta, 
depinzând numai de sistemul (2) a cărei existenţă a rezultat în lemă. Fie y (t) soluţia sistemului (2) си: y(0) = u(T)-u(0), v(t) = 
ut+T)-u(t)-y(t). 


224 TEORIACALITATIVÀ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Avem ®(0) = 0 Şi tt) = u(t + T) - ut) — y (t) = А (t) [ut + T) 
-u(t)] + + [A(t+ Т)-А(<)] u(t-* T) -f(t- T) (3) - A(0y(t -*-A(t)v(t) -[A(t-* D-A(q]ut-* T)+/(% + T)-/( 
<). Conform lemei rezultă | «(*)!<.£ sup | [A + T)-A(t]u(t + x) f(t-- D)-f(t4£ «Z(supsup|«(«-*t)i*supl/(«-*t 
)-/(1)|)<<*:( — — sup |*(« + T) |+ —- —|2je — = —. \2МХК 2MIK> 2K 2 Prin urmare | u(t + t) — u(t) — y(t) |< 
— pentru <>0 . 2 Deoarece soluţia banală a sistemului (2) este uniform asimptotic stabilă, avem \у(0\^Ве-«< |y (0) | x 2MX 
jBe~~oU. Există T > 0 astfel încît dacă t > Т să avemI y « ) 1 « 7 * Dar atunci, pentru t^ T, rezultă z z Eezultá cá pentru s > 0 
dat există 1(5) şi T(s) astfel încît în orice interval de lungime 1 să existe un număr T CU proprietatea са | u (t + T) — u (t) \< e 
pentru t^ T. Dar aceasta înseamnă că u (t) este o funcţie asimptotic aproape-periodicá. Atunci, pe baza teoremei fundamentale 
a lui Prâchet avem v(t) = x0 {t)+v(t)9 unde х0 (t) este aproape-periodicá şi lim co(J) = 0. t-+ao Avem х0 (t) + c*(t) = A (t) x0 
(t) + A (t) co (t) + f(t). Dar A (t) co(t) are limita zero şi A (t) х0 (t) + / (t) este aproapeperiodicá ; pe baza teoremei 
fundamentale de descompunere a lui Fr6chet rezultă* *,(*) = A (t)xO(t) + f(t), 


TEORIA OSCILATIILOR 225 deci x0 (t) este o soluţie aproape-periodicá a sistemului (1)." Din u(t)VK sup |/ | rezultă XO(t) 
«ML + \a>(t)\. Fie s > 0 ; din lim «o(J) = 0 t-+ao rezultă cá există T > 0 astfel încît pentru t > Т să avem s Eezultá I <*>«)!<* z 
Z g pentru t> T. Fie acum t arbitrar; există o aproape-perioadă astfel 2 încît t + T > T. Atunci | x0(t + Т) < ML+ — 2 $1 2t deci 
\х0 («)|«J fi + e. Deoarece e > 0 a fost arbitrar, rezultă xO(t) «ML. Teorema este complet demonstrată. $ 3. SISTEME 
CVASILINIARE Trecind la studiul sistemelor neliniare incepem cu cazul cel mai simplu al sistemelor cvasiliniare de forma ^ 
= A(t)x--f(x9t)9 (4) at unde A(t) este o matrice periodică şi f(x,t) este periodică in raport cu t cu aceeaşi perioadă co са şi 
A(t). Yom presupune că sistemul liniar dt 


226 TEORIACALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE nu admite alte soluţii periodice de perioadă co decît soluţia 
banală. în acest caz am văzut că există o matrice G(t,s) astfel încît soluţia periodică unică a sistemului neomogen ^ = A(t)x + 
g(t) at se scrie sub forma = V С (t,s) g (s)ds. Jo Formám ecuaţia integrală neliniară x(t)=[*G(t,s)f[x(s),s]d8. (5) Jo Orice 
soluţie continuă a acestei ecuaţii reprezintă o soluţie periodică a sistemului, căci dacă ţinem seama de expresia matricii G(t,s), 
ecuaţia integrală devine x(t) = U(t) [E- TJ (co)]"1^ C (со ; s)f [x (s), s] ds + fC (t, s)f [x(s), s] ds Jo Jo şi deci = A (t) U(t) [E 
— TJ (co)] С (со; s) f [x (s),s] ds + f [x (t) ,t] + Jo + ^A (t) C (t s) f[x (s), s] ds = A (0 x (t) + f [x (t), t]. Reciproc, dacă х0 
(t) este o soluţie periodică a sistemului (4), ea poate fi considerată ca soluţie a sistemului liniar d Ti ^=A(t)x+f[x0(t), 
n dt şi această soluţie periodică e unică şi reprezentată de formula W - T 8 («,«)/ Oo («),«] ds, Jo deci х0 (t) este solutiea 
ecuatieiintegrale (5). Rezultă cá problema găsirii soluţiilor periodice ale sistemului de ecuaţii diferenţiale considerat este 
echivalentă cu problema găsirii soluţiilor unei ecuaţii integrale neliniare. Pentru demonstrarea existenţei soluţiilor acestei 
ecuaţii vom folosi metoda punctului fix. ' Considerăm spaţiul Banach al funcțiilor vectoriale continue şi periodice, de 
perioadă co, cu norma || x (t) | = max | x(t) |. 0«««6) 


TEORIA OSCILATIILOR 227 Definim în acest spaţiu operatorul £2 O (t)] = ^G (t,s)f[x (s), s] ds care aplică acest spaţiu in el 
însuşi. într-adevăr, din cele ce precedă se stie cá £2 [x (tf)] este soluţia periodică a sistemului liniar = A(t)y + f[x(t),t-], at 
deci este о funcţie continuă şi periodică de perioadă «o. Ecuația integrală se scrie x(t) = £2 [x(t)] deci soluţiile ei sînt acele 
puncte ale spaţiului care sînt transformate de către operatorul £2 în ele însele, deci punctele fixe ale operatorului £2. în acest 
fel problema demonstrării existenţei soluţiilor periodice pentru sistemul de ecuaţii diferențiale considerat se reduce la aceea a 
demonstrării existenţei punctelor fixe ale operatorului £2. Cea mai simplă teoremă de punct fix o constituie aşa-numitul 
principiu al contractiei, valabil în orice spaţiu metric complet. Anume, dacă un operator £2 aplică o sferă a spaţiului în ea 
însăşi şi în plus contractă distanţele, atunci operatorul admite un punct fix şi acest punct fix e unic. Condiţia de contractare a 
distanțelor se scrie p [£2(a?), ^(2/)] <р (Xy), 0 < tx« 1. Principiul contractiei reprezintă, după cum se ştie, forma abstracta a 
metodei aproximatiilor succesive. Sá presupunem cá pentru orice x1 şi x2 avem relaţia: 1/t) -/1<Р«-Р («) 4* «22«1,7n 


ММ = sup |G (6s) |. 0< s< (O Eezultă i О Oi m- Оо2 ті =1 (45) {/ м, е] - /1>2 №, > ^1< Лю «rIG(M) li / [<, (©), «] - 
р», (9, $] ds <r | С («,8) | p (9) ^(,) Јо Jo -a?2 (s) ds < M\ xx -x2W P (s) ds <M 11^- aj = q\\ xx —x2\ Jo M deci £2 
este o contractie. Deducem cá £2 are im punct fix unic, deci sistemul considerat admite o solutie periodicá unicá. 


228 TEORIACALITATIVÀ A ECUATIILOR DIFERENTIA LE Conditiile impuse functiei/ sint foarte puternice; se cere ca 
aceastá functie sá fie lipschitzianá in tot spatiul, de exemplu ca derivatele ei partiale sá fie márginite in tot spatiul. De aceea 
este de dorit să inlocuim această condiţie cu o condiţie Lipschitz locală. Pentru aceasta să punem /(O,*) = jf(f), F(x,t) = f(x,t 
) -/(О,*). Sistemul (4) se scrie dx — = A(t) x + g(t) + F(x,t). at Ecuația integrală echivalentă cu sistemul devine x (t) = C?(? (t, 
S) g (s) ds + ^O (t,s) F [x (s), s] ds. Jo Jo SCl» G (ts) g (s) ds reprezintă soluţia periodică unică a sistemului at sa notăm 
această soluţie cu O (J). Ecuația integrală (5) se scrie deci x (t) = «D (t) t> (*)> *] dsSă presupunem că există 0 < q < 1 astfel 
încît în sfera | x — О |< L cu L>— || O |, funcția Е să verifice condiţia 1-q|F (xly t) - F (x, t) |< p Æ | x1 - x21, Tp (s) ds < 
X * Jo M Atunci operatorul £2 aplică sfera \\х — 0| < L în ea însăşi şi este în această sferă o contracție, deci sistemul admite о 
soluţie periodică unică în sfera | x — <P | < L. într-adevăr, fie x (t) astfel ca Xx — 0| < Г. AvemI GO (*)] - ® (*) I- Ir & 
(IOF O («)>*] d s (4), s] | ds < I Jo Jo < (s)| x (s)| ds < MIITp (s) ds < qi = q\\ x - О *GJ| < Jo Jo < qi - OII + 4110 | | 
«qL- 9| «D|[« qL + q ^- LEL deci | £2 (x) — О | < Г. Faptul cá £2 este o contracție se vede ca mai sus. Dacă inlocuim 
principiul contractiei cu o teoremá de punct fix mai finá, putem inlocui conditia ca / sá fie lipschitzianá cu alte conditii mai 


TEORIA OSCILATIILOR 229 slabe. Vom folosi in cele ce nrmeazá teorema lui Schauder sub forma urmátoare : dacá 
operatorul £2 aplică o sferă a spaţiului Banach în ea însăşi şi în plus £2 este complet continuu (compact), atunci £2 admite cel 
puţin un punct fix. Reamintim cá un operator se numeşte complet continuu, dacă aplică orice mulțime mărginită într-o mulţime 
relativ compactă, în spatiulBanach al functiilorvectoriale continue, periodice de perioadă «o, condiţia ca o mulţime să fie 
compactă е dată de teorema lui Arzelă: e suficient ca această mulțime să fie formată din funcții uniform mărginite şi egal 
continue. Să arătăm că operatorul £2 considerat mai sus este complet continuu. Dacă || x | < a, rezultă || £2 (x) || = sup | G(ts) £ 
[х ($), sA ds | < М coi, unde L= sup \ f ( x , t) |, deci mulţimea funcțiilor £2 [x (£)] este uniform L«a a, o F ^ ОЈ mărginită. Pe 
de altă parte, funcțiile £2 [x (tf)] sînt chiar derivabile şi avem 4- С !>(*)] = A £2[> (t)] + f[x(t),t] dt deci -^£2 О (*)] dt < sup | 
А (t) | Jf coi +1, о co deci derivatele funcțiilor £2 [x(t)] sint uniform mărginite, ceea се arată cá aceste funcţii sint egal 
continue. Mulțimea £2 [x(t)-^ rezultă relativ compactă dacă || x | < a, deci operatorul £2 este complet continuu. Pentru a putea 
deduce existenţa unui punct fix rămîne să găsim condiţii care asigură cá există o sferă pe care £2 o aplică în ea însăşi. Fie 
Mixt <р (\ |); dacă există ос0 astfel încît P (ao) , ocO Mu atunci operatorul £2 aplică sfera \\х || a0 în ea însăşi. într-adevăr, 
dacă || x | < a0 rezultă | f ( x (t), t) | < p(*o) $1 || £2 (5) |< Jf «o (1 (a0) < Jf co = a0. Mu» în particular, dacă există $ şi К astfel 
încît în tot spațiul f (t, x) <; <p |x| +K $10 <- i- , atunci p(a) = ра +1, = 0 +— > Jfco a a lim- p < şi există a0 astfel încît 
^^ « — a оо. Лсо ' a0 Mu» Eezultá că dacă | f (t,x) | (3 | a? | + IT si (3 < > atunci sisteMu> mul (4) admite cel puţin o 
soluţie periodică de perioadă «o. Yom stabili acum un rezultat mai fin care permite anumite aplicaţii în teoria 
servomecanismelor neliniare. 


230 TEORIA CALITATIVA A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE TEOREMA 3.5. Considerăm sistemul dx = A(t)x + Xe(t) + 
F(x,t), X > 0. dt Presupunem cá A(t) si e(t) sînt periodice de perioadă co, sistemul dx liniar = A (t) x nu are alte soluţii 
periodice de perioadă co decît soluţia dt banală, F (x,t) e periodică in t de perioadă co, E (x,t) | L pentru orice x si t, | F (a?!, t) 
— Е (x2, 9 \< B \ x1 — х2 | pentru orice x2 si t. în plus, presupunem că există rO > 0 astfel încît pentru \хх | >- r0, X2 | ;> >r0 
să avem | F (xlyt) -F(x2,t) \<$\х1-х2\, P < >M = sup | 0 (M) |. In sfîrşit, presupunem cá există rj > 0 astfel încît mes E = mes 
[0,со], [О {0 \<у)} <, 4> (t) fiind soluţia periodică unică a sistemului = A (t) x + e (t). în dt aceste condiţii, pentru X > X0 = 
ro + MLu 8^emvi “mite o soluţie periodici cá unică de perioadă а>. Observaţie. Ipoteza E (x,t) | < L este suficientă pentru a 
permite, pe baza consideratiilor precedente, să deducem existenţa soluţiei periodice pentru orice X. De aceea esentialul în 
teorema pe care o demonstrăm este unicitatea soluţiei periodice pentru X > ХО. în ceea ce priveşte ipotezele ele diferă de cele 
al rezultatului bazat pe principiul contractiei prin faptul cá functieiF i se cere să admită o constantă Lipschitz mică numai 
pentru |а?] > г0 şi în schimb se impune o condiţie suplimentară soluţiei O (t). Subliniem faptul cá în condiţiile teoremei 
unicitatea se obţine numai pentru X > X0. Demonstraţie. Soluţiile periodice de perioadă co ale sistemului verifică ecuaţia 
integrală x (t) = X «S» (t) + (t, s) Е [x (5), s] ds. Rezultă că pentru toate soluţiile periodice avem | a? («) — X&(J) | <1соМ, 
deci |x (t) |» X|O (0 |- Lco M. 


TEORIA OSCILATIILOR 231 Pentru t €[0,co] — E^ = CEA va rezulta w (t) |> Xrj — Lco M > r0 dacă X > ХО. Dacă xx şi x2 
sînt două soluţii periodice de perioadă co avem (t) ~ 002 (t) = f® (t, s) {Е (s), s] - Е [x2 (s), s]) ds = Jo - СО (1,5) {Е te (s), 
s] - JFto (s), s]! ds + + C G (*, s) (s), s] - . F [x2 (s), s]] ds JcJPt] deci I (*) - x2 (t) |< JfB| ^ - x2N mes E^ + co Мр|^- x2W 
căci mes CE^ < co şi pe CE^ avem x (t) | > 10, | x2 (t) > r0. Eezultá II - П < M(B mes En + co p) || xx - x2 ||. Din 1-Jfcop mes 
En < — MB rezultă MB mes Е^+ M co p < 1 şi inegalitatea obţinută implică | ^ — х2 || = 0, deci xt = x2. Teorema e 
demonstratá. TEOREMA 3.6. Dacá la conditiile teoremei precedente adáugám conditia ca solutia banalá a sistemului di sá fie 
uniform asimptotic stabilă, deci | y (t; t0, y0) || УО\, si inplus.. [a 1 1 P < min i—> L 1K JfcoJ Si mes {te [0,со], | XE» (t) | = 


0} = 0, atunci există XO astfel încît pentru X > ХО soluţia periodică unică este uniform asimptotic stabilă. Demonstraţie. Fie a 
> 0 arbitrar, T > *** ^^; atunci OL-KP а = KeBEil e-( a -^) T < 1. Fie N cel mai mic număr natural astfel ca N co >° T. 
Deoarece mulţimea punctelor ре care <Е> (t) se anulează are măsura nulă, rezultă că există vj > 0 astfel încît mes (te [t0, t0 + 
JTco], [О (t | yj} € jx. 


232 TEORIACALITATIVÀ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE într-adevăr, funcţia О (<) fiind periodică avem pentru orice 10 
> Omes {16 0 + -ZVto], [О (<) |=0 } =0. Dar ("€ Ito, to +X «р ® (01 = 0} 2n(«6[«, <0 + -Ww],I& («)1«t-0 
unde y)l este un şir monoton descrescător care tinde către zero. Bezultă lim mes {t 6 fo, t0 + N co], | O (t) \<г,,) = 0, i оо deci 
există vj > 0 astfel ca mes (16 [*0, t0 + N co], | O(t) \ < Y)} < јх, y) depinzând numai de jx şi nu de t0 (căci măsura translatatei 
unei mulțimi este aceeaşi cu cea а mulţimii date, iar {t g [JO, t0 + N co], | <Е> (t) | < y)J este translatata cu t0 a mulţimii {t€ 
[0,- Wco], | O (t) < vj() din cauza periodicitátii funcţiei О). Pentru yj astfel găsit luăm 2r0 + ZMco ХО Punem Pentru 0 < $ 0 < 
$ < $0 + Jirco avem mes ЈЕЇ, < y.. Fie x04t) soluţia, periodică unică a sistemului, care există pentru X > ХО conform teoremei 
precedente. Din relaţia W = XO (t) + ^G (1, s) Е [x0 («), *] ds rezultă H х* W - ХО (1]| < LM со, deci |ffO0(*)|>X|8(*) 
|- ZJ fco. De aici deducem cá pentru s © [JO, t] — Ftn = vom avea I (*) I^ * — co > 2 r0. Fie x (t) o soluţie a sistemului, Vo= 
®(ю) - ®о(ю)> y(t) = 00(0) - x0(t). Avem = A (t) y (t) *F[y (t) + (9, *] - Е [<0 (*),*]. dt 


TEORIA OSCILATIILOR 233 233 Bezultă y(t) = C (t; t0) y0 + FC (t, s) {Ру (s) + &0 (s), s] - F [x0 (5),5]) ds = X = o (t; 
t0)yO + [с (65) {Е [y (s) + x0 (s), s] - Е [x0 (s), s]] ds + °K +1, G 0,9) {Е [y(s) + x0 (s), s--F [x0 (s), s]} ds. M, Fie JT* = 
«<—<>', |у, A Deoarece К* > 1, există un interval dincolo de pentru care ly(*)] < ro 5 avem |у W + 0b(91 > 1 &o(«)] - Ty WI 
, deci pentru valorile lui s pentru care | y (s) | < rO si care aparţin Іш CFlr va rezulta | y(s) + х0($) | > 2r0 - r0 = r0. Eezultá cá 
pentru0 «$0«J«J0-ct«$0-jVcovomavea|y(t)| C^e-^- *|I- ВК[е- > [у (5) ds - K- $ [ (*)\ ds dacă pentru 
< s < J avem | y(s) | < r0. Punînd u(t) = \у(0\е^9 inegalitatea se scrie u(t) < Ke*** | y0 | + t BZ" u(s) ds + ( $Ku (s) ds. 
Considerăm funcţia măsurabilă j /*) = ( BK pentru s gjt, | $K pentru stCF^ Inegalitatea precedentă devine u (t) < Ke«lo | y0 I + 
J 4 (*) * («) ds. 


234 TEORIACALITATIVÁ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE De aici deducem C* К (8) ds Ct BEds С (flJfds ^u (t) < 
Ke«*o I y0 I eJ< = Ke«to | yO | e 71 e 71 ^ < Keat’? | y0 | eBKIL ePif deci | y (t) | < jGTe*^ | y0 | ©-<«-**> Н) ; de unde | y («) | 
< Ke^y0 \ = qK* 1 у0\< qrO pentru orice t > t0, ceea ce arată că inegalitatea |y (t) | < r0 se menţine în tot intervalul tO t <! tO + t, 
deci in tot acest interval avem \у(#)\ in particular W(to + *)\<iZ*\y0 | e— (a—x = а \ у0\. Deoarece constanta q nu depinde de 
t0, putem lua са moment initial pe t0 + t şi deducem \y(t0 + 2z) Kqwy(t0 + T)\<q*\y0\ si prin inducţie obţinem \У (t0 + nz) 
<)ТІ50 |. Fie acum J> > 0. Există n astfel can T < J — < (п + 1 ) T deci Din rezultă luînd deducem \у(®\<аКЖу (t0 + nr)«qK* 
а» \п+1[>1=* Г, 2 <1у ша ОМ+1 «?T-eTInga- — Ј\у ()| xre У (Н ceea ce arată cá soluţia xO(t) este exponential 
stabilă şi teorema e demonstrată. Sá observăm cá dacă X > - J М> 2, 


TEORIA OSCILATIILOR 235 ob + Ax +Bx = stabilitatea asimptotică va fi asigurată dacă XL «deci domeniul de atracţie poate 
fi oricît de mare cu condiţia ca X să fie suficient de mare. Aplicaţii. 1? Considerăm sistemul М (t) [X e(t) + Cx+ Dx] pentru |X 
e(t) + Cx + Вх \ < 1, M(ü[Xe(t) + Сх+Вх]. M...1n— —' pentru Xe It) + Сх +Вх > 1, | Хе (t) + Cx + Вх | Tinde A, B, 
C, B sint matrici pátratice constante, de ordinul w, M(t) o matrice pátraticá de ordinul n, cu derivatá continuá, periodicá de 
perioadă «o, X > 0. Presupunem verificate condiţiile: а) matricile C şi B sint permutabile'cu A şi cu B. b) Părţile reale ale 
rădăcinilor ecuaţiilor det (X21? + ^-X +В) = 0, det (O-1 B + E X) = 0 sint negative; E este ca de obicei matricea unitate. с) 
e(t) este periodică, de perioadă co, admite derivată de ordinul al doilea continuă şi mes (t€[0,co], | e(t) = 0} = 0. Atunci 
există ХО astfel încît pentru X^ ХО sistemul admite o soluţie periodică unică şi această soluţie este asimptotic stabilă; 
domeniul ei de atracţie creşte cu X şi tinde la infinit cînd X oo. Bemonstratie. Fie и pentru | u | < 1, U pentru |u |> 1. g(u) = ^u 
A Considerăm sistemul auxiliar x - O"1 Bx + 1 y - X С"1 e (t), y=- Ay -z* СМ (0 о (у) - X(«t) + Ае («)), 1=-Ву+ 
BM(t)g (у) + XBe (t). Acest sistem verifică toate condiţiile din teorema precedentă. Sistemul liniar corespunzător se scrie x = 
— С-1рх у, y-—Aytzz--—By 


236 TEORIACALITATIVÁ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Matricea lui este f- C ^B С"1 O -A V O —B valorile proprii 
ale acestei matrici vor fi cele ale matricii t s O*) şi cele ale matricii — С-1В. Deoarece rădăcinile ecuaţiei det (C-XB + VE) 
= 0 au pártireale negative, matricea —C-XB este hurwitziană. Ecuația se mai poate scrie deci (—A—XEELă6t[-B-X*]J 
=° ( —A — XEE'deH - A 1-1* E oJ =° det (X2E + XA + B) = 0 deci conform ipotezelor şi matricea C s o ) este 
hurwitziană. Eezultá că soluţia banală a sistemului liniar de prima aproximaţie este asimptotic stabilă. Considerăm acum 
sistemul liniar neomogen x = — С'1 Вх + G~xy — С'1 e(t), у=- Ay + z + (*(«)* Ae (0), 1 = — By + Be (t). Acest sistem 
admite soluţia periodică x = 0, y = e(t), z = 0. Datorită proprietăţilor sistemului omogen, această soluţie periodică e unică; 
conform ipotezei făcute asupra funcţiei e(t), soluția periodică verifică condiţia din teorema precedentă. Rámine deci să 
verificăm proprietățile termenilor neliniari. Primul grup de ecuaţii nu conţine asemenea termeni. Termenii din ultimele două 
grupuri sînt de forma CM (t) g (y) si BM(t)g(y). Cum |g (u) | < 1, condiţia de mărginire e verificată. 


TEORIA OSCILATIILOR 237 Mai departe, dacă |% | 1, |u2 | < 1 avem g (%) — g(**) I- I% — u2 I. Dacă 1 |% | |u2 | 
fie uz = «il uo u2; atunci — g(u2) | = ш Mo 1%1 Mo < u, — UO % — «3I < — Dacă atunci \ «1 <\02\, IffK ) - g (u2) I =u. UO 
Wo < I % — 02\. “Rezultă cá pentru toti % şi avem Iff&) — g(uz) 1 < 1% — uz deci g este lipschitzianá. Dacă | u21 > |% |> 
r0, rezultă I g M-g < Ui ul — u2 I < — | U «есі dacă rO este suficient de mare constanta Lipschitz în regiunea г > г0 poate fi 
luată oricît de mică. Deducem că sînt îndeplinite toate condiţiile din teorema precedentă şi deci pentru X^ ХО există o soluţie 
periodică unică a sistemului şi această soluţie este exponential stabilă. Sistemul dat initial se poate scrie X = y» y = - Bx - Ay 
+9 (х,у,0), M (t) [X e (t) + Cy + Dx] pentru | X e(t) + Су + Bx | < 1 M (t) [X e (t) + Су + Dx] unde 9 (х,у,0 = | e(t) + Су + Dx | 
Se vede că 9 e mărginită şi cum sistemul liniar & = y, y = — Bx — Ay pentru | X e (t) + Су +Dx | > 1. аге (О B \ I hurwitziană, 
rezultá cá sistemul dat admite -B - A ) o solutie periodicá de perioadá co. Pentru a deduce unicitatea si stabilitatea acestei 
solutii vom aráta cá orice solutie a sistemului dat verificá sistemul auxiliar; cum solutia periodicá a sistemului auxiliar e 
unicá, solutia periodicá a sistemului dat, care existá, rezultá unicá. Din stabi- 


238 TEORIACALITATIVÀ A ECUATIILOR DIFERENTIA LE litatea asimptoticá a solutiei periodice a sistemului auxiliar va 
rezultastabilitatea asimptotică a soluţiei periodice şi pentru sistemul dat. Fie deci x(t) o soluţie oarecare a ecuaţiei date. 
Punem y(t) = Xe (t) + Cx (0 + Bx (t). Avem x + Ах + Bx = M(t)g(y(t)). Pentru | u | = 1 funcţia g (u) e derivabilă, deci pentru 
valorile t pentru care | y (t) | =j= 1 avem % + Ax + Вх = М (t) ^ y + Mg(y). dy Deducem y + Ay + By = Xe + C% + Bx + A (X 
& + Сх+Вх) + B {Хе + Сх ++ Bx) = X (e + Аб + Ве) + C (х + Ах + Bx) +В {х + Ах + Вх) = = X (e + AGHBe) + C(M(t) y + 
Mg (y) + BMg (у). dy Să punem s (t) = у(0+ Ay (t) - CM (0g(y(0) - X (e(t) + Ae(t)). Eezultà *(*) = y (*) + Ay (<) - 
CMO) - CM()^-y (0 - X (e (0 dy + Ai (0) = - By (9 + X(e(0-- M*) + Be() + СМ(9-^-У(9 + dy + CM (t) g (y (9) + 
BM (0 g (y (9) - CM 0 g (y () - X (e (0 + Ae (9) dy -СМ(1)-^-у(). deci i (0 = - Ву() + ХВе() + BM(0 (0). în definitiv, 
dacă x(t) este o soluţie oarecare a sistemului dat, funcțiile x(t), y(t) = Xe(t) + Cx(t) + Bx(t), z(t) = y(t) + Ay(t) - CM (Og(y(t)) - 
X (*(t) + Ae(t)) formează o soluţie a sistemului auxiliar. Cu aceasta demonstraţia este încheiată. 2? Sá considerăm sistemul xt 
= A(t)x- ££(«)/(*,) + Xe(«), 


TEORIA OSCILATIILOR 239 unde A (t) este o matrice pátraticá, continuă şi periodică de perioadă coy Y (t) funcţii vectoriale 
continue şi periodice de perioadă co, f(u) o funcţie scalară de variabilă reală, definită prin: iar a4 = x) + Xy]I (t), unde p*(t) 
sînt vectori periodici, de perioadă co, cu derivate de ordinul întîi continue, yj» sînt funcţii scalare, periodice de perioadă co, 
cu derivate de ordinul întîi continue, e(t) periodică de perioadă co, cu derivată continuă. Presupunem că: a) există un 
determinant de ordinul m al matricii vectorilor p* (t) care e diferit de zero pentru toti t; b) sistemul x = A(t)x are solutiabanalá 
uniform asimptotic stabilă; c) dacă Oi (t) sînt componentele soluţiei periodice unice de perioadă dâ? co a sistemului = A(t) x + 
e (t) avem pentru 1 = 1,2,..., m: în aceste condiţii există XO > 0 astfel încît pentru X >- ХО sistemul dat să admită o soluţie 
periodică unică de perioadă co şi această soluţie este exponential stabilă. Demonstraţie. Presupunem că este diferit de zero 
determinantul format cu primele m linii şi m coloane ale matricii vectorilor (3* (t). Considerăm matricea nesingulară 1 pentru | 
u|> 1, upentru |u | <; 1, dt PÎW Pi (*)... Рі WPUi ()***Pi W РЕМ P5(«)...PiW Рі+1 (4)...PÎ(0 B(t) = Р? w P?w...P:W P; 
w...PTW00...01...000...00...1 vectorul rj(t) = si transformarea liniară y = B (t) x + X Y) (t) 


240 TEORIACALITATIVÁ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Avem = ) 2/2 = ff2>- —>ym =CTm> Vin+1 = PmH>- **> = 3/ 
= + BA; + xij = B B'l (y — Xy)) + В (Ах + + XE) +Ху ==у-Х -В-&Т1 + -B^-B-1 — Ху) + Be + Xt +2 5 VG{) == 
(ВАВ'1 + ВВ-^у + X BE (J) + X^ (<) - X 0В'1 + ВАВ'1) Vt) - - BflX(t)f(y1).171 Acest sistem îndeplineşte toate 
condiţiile teoremei 3.6. într-adevăr, sistemul liniar se obține din — = (BAB'I + BB-1)z dt = A (t) x dt prin transformarea z = 
B(t)x şi are soluţia banală uniform asimptotic stabilă. Sistemul liniar neomogen у = (BAB-1 + BB'1)y + Be(t) + rj (t) - 
(BAB"1 + BB'1) 7) (t) admite soluţia periodică 7) (t) + B O (0 şi conform ipotezei această soluţie se anulează pe o mulţime 
de măsură nulă. Termenii neliniari sînt dati'de B 2 Wf (yi ) şi se vede cá sint márginiti, lipschitzieni şi că dacă | y[ |> 1 pentru 
i = 1,2,..., m, constanta lipschitzianá este nulă. Eezultá cá sistemul in y admite o soluţie periodică unică, asimptotic stabilă. 
Dacă y(t) este această soluţie, atunci x(t) = B-i(1) [y(t) - xij(1)] este solutiaperiodicá a sistemului dat şi se vede imediat cá şi 
ea este unică şi asimptotic stabilă. $ 4. SISTEME CU PARAMETRU MIC O metodă foarte importantă din punct de vedere 
practic în studiul sistemelor neliniare este aşa-numita metodă a parametrului mic. De multe ori elementele neliniare intervin în 
ecuaţii inmultite cu un parametru mic. Aceasta face să apară ideea cá ele pot fi neglijate, studiindu-se numai ecuaţiile care se 
obtinpentru valoarea nulă a parametrului. Această neglijare trebuie însă justificată şi teoria stabileşte tocmai cazurile cînd ea 
este permisă, indicînd în acelaşi timp fenomenele noi care apar din considerarea termenilor neliniari. 


TEORIA OSCILATIILOR 241 Să considerăm un sistem de forma dx — = ХО (x,t) + eZ/»,*,8), (6) dt unde ХО şi XL sint 
periodice în raport cu t cu perioadă co şi verifică condiţiile obişnuite de regularitate (vom presupune că admit derivate 
parţiale continue). Pentru $ = 0 se obţine sistemul ^ - = ХО(х,0 (7) dt pe care-l vom numi sistem generator. Presupunem cá 
sistemul generator admite o soluţie periodică х0(0); vom numi această soluţie, soluţie generatoare. Problema constă în a stabili 
unele condiţii care să asigure că există е0 > 0 astfel încît dacă | $ | < eO sistemul (6)'admite o soluţie periodică х (tz) cu 
proprietatea lim x (t, 2) = х0 (t), deci o soluţie pentru care x0 (t) reprezintă o bună aproximaţie pentru | 7 | suficient de mic. Fie 


x(t,p, z) solutiasistemului (6) cu x(Q,p, z)7p. Conditiaca această solutiesá fie periodică se scrie a? ( c 2) =x(0,p, e), decia? 
(со, р, 2) — p = 0. Observăm că x (t, p, 0) = x0 (фр), unde x0 (t,p) este soluţia sistemului (7) си x0 (0,p) = p. Notăm f (p,z) = х 
(со, р, 2) — p. Constatám cá ecuaţia f(p,z) = 0 e verificată de punctul (p0,Q), unde pO = х0 (0), căci sistemul generator admite 
solutiaperiodicá x0 (t). Pe baza teoremei functiilorimplicite rezultă cá dacă det ^ 0 în punctul dp (p0,0), atunci există e0 > 0 
astfel încît pentru |е | < е0 există” (e) continuă, cu p (0) = 0 si / [p (2)] e] = 0. Soluţia x (tp (e), z) a sistemului va fi soluţia 
periodică x(t,z) căutată. Eámine deci să găsim semnificatiaconditieidet în punctul dp df d (Poi 0). Observăm cá = x (co, 
p. Z)—E, E fiind matricea unitate. dp dp Eezultă de aici cá det =/= 0 în punctul Q>0,0) e echivalent cu a cere dp ca matricea x 
(со, р, z) pentru e = 0, р = pO să nu admită valoarea dp proprie 1. Mai departe, x (co, p, z) pentru e = 0, p = p0 coincide cu dp 
х (co, р,0) pentru p = pO, deci cu x (t,p,O) pentru t = co, p = por dp dpQ sau х0 (t,p) pentru t = co, p = pO. dp 


242 TEORIACALITATIVÀ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Eezultă de aici că existenţa soluţiei periodice pentru | e | < е0 
depinde numai de sistemul generator (7). Din dxO(t p) = X o [Xo(t,p)) t] dt rezultă d x?^! !, p) - irz? *><>&*>>Й = Т" [а 
? » «»*>'] - r * dp at op dx op deci d 9 x0 («> р)=-{-ХО [х0 (t, p), f] xo (t*P)d$ dp dx dp Pentru p = p0 se capătă -JT ІТ x* & 
Po) = -7Тхо »o *] ~ xo ^o)df op dx op Eezultá că matricea х0 (t,p0) reprezintă o matrice de soluţii a sisdp ternului liniar ^= J 
-XO0[x0(t)9t]u(8)at dx (sistemul în variaţii corespunzător soluției generatoare). Cum хо(0 9р)=р, rezultă cá xQ (&р) 
pentru* = 0 este chiar E, deci dp хо (В Po) “ste o matrice fundamentală de soluţii a sistemului dp în variaţii. Deoarece x0 (t) 
este periodică de perioadă «o, matricea d d JLO [XO (T), T] este periodică de perioadă «o. Matricea x0 (T,>) pentru p = / = 
«o este deci chiar matricea de monodromie a sistemului liniar (8). Condiţia ca această matrice să nu aibă valoarea proprie 1 
este echivalentă cu cererea ca sistemul în variaţii să nu aibă soluţie periodică de perioadă o. Am obţinut astfel : TEOREMA 
3.7. Dacă sistemul în variaţii corespunzător soluţiei generatoare nu are altă soluţie periodică de perioadă о decît soluţia 
banalăj atunci există е0 > 0 astfel încît pentru |е | < eO sistemul (6) admite o soluţie periodică x (t, e) unică cu proprietatea lim 
x (t, e) = x0 (t), e-M) fi această soluţie depinde continuu de e. 


TEORIA OSCILATIILOR 243 Un caz particular important este cel în care sistemul generator este liniar, deci cazul sistemelor 
de forma = A (t) x + P (t) + e X (x, t, e). dt Sistemul (8) coincide în acest caz cu dt şi teorema arată că dacă soluţia generatoare 
reprezintă o oscilație forţată în cazul de nerezonantá, atunci pentru | e | suficient de mic sistemul neliniar admite o soluţie 
periodică unică a cărei primă aproximaţie este soluţia generatoare. Să considerăm acum cazul cînd sistemul în variaţii (8) are 
soluţii periodice de perioadă co ; atunci sistemul adjunct sistemului (8) are acelaşi număr de soluţii periodice de perioadă co 
liniar independente. Notăm cu W (t) matricea ale cărei linii sînt aceste soluţii. Să presupunem că sistemul (6) admite o soluţie 
periodică x (t, e) astfel ca lim x (t, e) = x0 (t). e - > 0 Notám y («,e) = x (t, e) - х0 (t). Deducem — y (t, е) = ХО [x (t, e), + 
eXI [x (t, e), t, e]Á- ХО [x0 («), {= а= — ХО [x0 («), «Чу (« e) + YO [у (<, e), t] + eX1 [y(t, e)* х0(®, t, e], ox unde YO (0, t) 
= 0. Deoarece y (t, e) este periodică, rezultă de aici că sistemul ~ = 170 («),«] « + ^o [y (« e), fl + e [y («, e) + ^o (5), «] at dx 
admite o soluţie periodică. Pe baza teoremei 3.2 rezultă CV (s) (YO[y (*, e), «]+ e1j [y («, e)* (0, 5, e]! ds = 0. Jo De aici 
rezultă cá r W (s) Хх [x0 («), *, 0] ds = 0. Jo într-adevăr, dacă nu ar fi aşa, am avea = c > 0.^W(s)Xx|»o(*M,0]d8 


244 TEORIACALITATIVÀ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Din lim y (s, e) = 0 si din continuitatea funcției Xx rezultă cá 
există e-*0 е0 > 0 astfel ca pentru | $ | < s0 să avem c W (s) ХІ [y (s, 2) + (s), s, s] ds > 2 Dacă Xx e derivabilă în raport cu s, 
atunci x (t, s) e derivabilă în raport cu e, deci y (t, s) e derivabilă în raport cu s, deci |у (t, s) |< <L |е | pentru t 6 [0, co]. Din 
diferentiabilitatea lui XO (x, t) în raport cu x rezultă Eezultá Si *t iy (*> s), «]] = o ( Iy («, e) D == o (s). a W (s) ХІ [y (s, S) + 
x0 (s), s, s] ds о> —2 KTT(s)r0 e), s] ds .0 o (e) ceea ce este contradictoriu căci cele două mărimi sînt egale. Am stabilit 
astfel urmátoarea : PROPOZITIE. Dacá sistemul (8) admite solutii periodice de perioadá co si dacá sistemul (6) admite o 
soluţie periodică x(t, e) astfel cá lim x (t, e) = e-M) = х0 (t), atunci ^W(s)Xx [x0(8),8, 0] ds = 0, W (t) fiind matricea ale cărei 
linii sint solutiile periodice ale sistemului adjunct sistemului (8). Dacá solutiageneratoare face parte dintr-o familie de solutii 
periodice depinzind de un numár de parametri, sintem in conditiile propozitiei deoarece derivatele solutiilorin raport cu 
parametrii sînt soluţii periodice ale sistemului (8). Condiţia din propoziţie permite să se găsească acele valori ale 
parametrilor pentru care soluţia corespunzătoare este efectiv prima aproximaţie a unei soluţii periodice a sistemului (6). Yom 
redemonstra pe o cale puţin diferită propoziţia de mai sus; această nouă demonstraţie ne va da posibilitatea de a merge mai 
departe în studiul cazului cînd soluţia generatoare face parte dintr-o familie de soluţii depinzând de un număr de parametri. ' 
Fie TJ (t) matricea fundamentală de soluţii a sistemului (8), li vectorii iniţiali ai soluţiilor periodice ale sistemului adjunct 
sistemului (8); avem 11 (TJ (co) — JE) = 0 . Dacă sînt vectorii iniţiali ai soluţiilor periodice ale sistemului (8) avem (TJ (co) 
E) р,= 0, (j 2 n -Jfe + 1,...,*). 


TEORIA OSCILATIILOR 245 Considerăm acum vectorii 119..., In К si px ,..., pn k astfel încît sistemele de vectori si pi (1 = 
1, ..., n), să fie formate din vectori liniar independenţi. Fie 8 matricea ale cărei linii sint ^ şi T matricea ale cărei coloane sint 
p4. Avem 8 [TJ (co) - E] Тс: ) Dacă sistemul (8) admite exact Ic soluţii periodice liniar independente, atunci matricea TJ 
(co) — E are rangul n — )fc, deci det A 4— 0. Condiţia ca soluţia x (t, p, e) a sistemului (6) să fie periodică se scrie 0? (co, p, 
е) — — p = 0. Putem scrie х{ co, p, e) = х (<0,р0, 0) Н — (P -Ро) + zl + ор de + o ( | e |-^P -Р0\). Cum p0J 0) =р0, condiţia 


de periodicitate se scrie f dx (со, Ра, 0) j dp Dar am văzut cá dff(co, рО, 0) dp deci condiţia de periodicitate se scrie {U (<о) 
- Е} (р-ро) +е^Кі>о,о)+о(|[е|+1р |)70tde,.,,dx(o, p0, 0). Calculam pe -— —- * Avem de d 9 v (ЕР, = 
x(P> = i^(t,p, е),] + *)(i» - P.) + « à*(a'P«0) + o (|е| + [ p-p0| )= 0. J de dt de de dt de i ^v r v ^n« X » [а? (<, е), «19, 
+— eX] [x(tp,e), e] = ol В] + Cea&de *-^ie), *, «| + « — e), e]. de De aici, pentru e = 0, р = pO, se capătă d 
dx(tp0,Q) dXO(x0(t),t) dx(t,p0,Q) * — "A dl + [a,? ft)» *>03 


246 TEORIACALITATIVÀ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE d e c . dx(t,p0,0) verificásistemul ds dt dx si condiţia 
iniţială z (0) = 0, deoarece x (0,p9 e) = p9 deci — x(0,p,e) = 0. de Eezultá de aici, pe baza formulei variaţiei constantelor cá = 
U (t) € (,) Oo (S), s, 0] ds, de Jo deci de Vectorii 14 fiind liniar independenți condiţia de periodicitate se poate scrie sub 

forma echivalentă І, [17 (<*>)- E] ( P - Po) + 4х(<›>Ро,0) + О (\е\+\р-р0\) =0, ае (1=1,.. — Іс) ае (ј =п— +1, 
...,П). Dar deci al doilea grup de ecuaţii sescriea« K1».,0) +0 (|$|+|], _]>0|)=0. de Căutăm soluţia p (e) sub 
forma n—k P(*) 23» 0 + « £ m« ) P« i=l Sistemul de ecuaţii деуше-+8 а; (0о>>])0>()) +о( |е| + |] —70 |) =0, ] ое 
(1=1,.. и — Іс) dx(«2,p0,0) +о (lel*l1p-p01)-7Q,U-2n-c +1,...п). ае 


TEORIA OSCILATIILOR 247 Dar | p — p0 | О (е) şi ecuaţiile se scriu XhlU(a)-E]9,h + В °> + O( e 1) =0, (1=1,— „11 
—Jc)juzt,a,(y>0)+o(M)-o,(j"-Hi,."(9) oz Pentru ca acest sistem să admită soluţii e necesar în primul rînd 
ca li 1l —=0 =n— fe + 1,.. . п), oz ceea ce conduce la deci Jo sau U (со) г Î7_1 (5)Хх [а?0 (s), 5,0] ds = 0 Jor 1, U"1 (s) 
Xx [x0 (*), 0] ds = 0 'n £W [«,,($), s, 0] ds = 0. în afară de aceasta este necesar ca sistemul j oz să aibă soluţii. Matricea 
acestui sistem este însă chiar A şi det A ^ О deci sistemul are întotdeauna soluţii. Să presupunem! acum că soluţia х0 (t) face 
parte dintr-o familie de soluţii periodice, de perioadă co, depinzind de Tc parametri; notăm cu x0 (t, oc) această familie. 
Atunci ^x? ^ vor fi soluţii periodice ale sisd&i ternului (8), liniar independente, dacă Tc parametri sînt independenți. 
Presupunem că sistemul (8) nu are alte soluţii periodice independente, deci cá are exact Tc soluţii periodice independente. 
Atunci putem repeta calculele de mai sus plecind de la o soluţie x0 (t, oc) oarecare şi obţinem condiţia necesară ca să existe o 
solutieperiodicá de perioadă co, x (t, e, а), a sistemului (6) astfel ca 11 тх (t, e, a) = x0 (t, a) , e-fO sub forma P ( a ) = ^ Wa 
(s)X11>0 (<, a),s, 0] ds = 0. 


248 TEORIACALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Presupunem că ecuaţia P (oc) = 0 admite o soluţie oc = a0 
astfel încît d-P(a) pentru a = a0 să fie nesingulară. doc Arătăm că în acest caz sistemul (6) admite o soluţie periodică de 
perioadă co, x (t, e), astfel ca lim x (t, e) = x0 (t, a0). e-M) Sistemul de ecuaţii (9) este verificat pentru e = 0, oc = ос0 de 
valorile P = Po date de £ I, [17A, ((*>) —EAP,FC+M1010L=0>j de Jacobianul sistemului (9) în raport cu (3 şi oc 
pentru e = 0, oc = a0 , (3 == Po es^ecudetfo A^)==detAdet^LV dai J doc si în ipotezele noastre este diferit de 
zero. Pe baza teoremei funcțiilor implicite există e 0 > 0 şi funcțiile oc (e), P(s) definite pentru | e | < eOT verificind sitemul 
(9) şi astfel са oc (0) = a0, ( (0) = p0 * Punind nà—kp(«)—-i»o(«(«»-*«em«)p«[«(«)]solutia a? (J, (e), s) va fi 
periodică de perioadă co şi pentru e -> 0 devine &o(*»?o(«o)) = &o(*» ao )• Am demonstrat astfel următoarea teoremă : 
TEOREMA 3.8. Dacă sistemul (7) admite o familie de soluţii x0 (t, a) periodice de perioadă co, astfel încît sistemul în 
variaţii corespunzător să admită pentru orice oc exact Ic soluţii periodice independente de perioadă co, atunci pentru orice 
valoare a0 astfel ca P(a0 ) = 0, det 8 P( go)^0,dOLunde P (oc) ss J V . Oo a), 0] există o soluţie x (t, e) a sistemului (6), 
periodică de perioadă co şi astfel ca lim x (t, е) = х0 (t, oc0). £->>0 


TEORIA OSCILATIILOR 24£ Aplicaţii. 1? Un caz particular important este cel al ecuaţiei x + n2x-f(t) = eF(t, x, x,e). unde / 
SIF sînt periodice în raport cu t cu perioadă 2n. Sistemul în variaţii este aici x + n2x = 0 2ic şi are soluţiile periodice cu 
perioadă deci şi de perioadă 2n. Funcţia n f (t) este presupusă astfel încît ecuaţia generatoare x + n2x + f ( t) = 0 să aibă 
soluţie periodică de perioadă 2n. Atunci toate soluţiile sistemului generator sînt periodice cu perioadă 2n şi formează o 
familie cu doi parametri, xo = ? W + M, cos nt + NO sin nt. Avem U(t) = f-z=- cosnt V n -—mint \ /п — Па sinnf ]fn cosnt 
f|/ncomt — — sinnJ \ yn ^V^sin^ comt [In Хх [х0 ( s , а), $, 0] =- o F =F [s, <р (s) + MO cos ns + NO sin ns, <р (s) — М0 п 
sin ns+ NO n cos ns, O]* Ecuațiile care determină pe МО şi NO se scriu f2* 1 \ t=- smnsF [s, x0 (s),x0 (s),0]d s = 0, Jo ]/n C2n 
1 \ -^r-coansF [s, x0(s),x0(s),0]ds = 0 Jo ]/n deci 2n P (MO, NO = VF [s,<p(s)+MOcosns+FOsinns, <р ($) — MO 
nsinns-f-NOncosns,0]sinnsds-0,:2n Q(MO,f0) =\Е [s, <p(s) + Mq cos ns + NOsinns,cp(s) —JfOnsin 
nstfn*NOncosws,0]cosnsds-0,d(P, d(MO,NO) =/=0. 


250 TEORIACALITATIVÀ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE 2? Să considerăm ecuaţia x + x +f (t) = zF [t, x, x, e]. n2 
Sistemul în variaţii nu are alte soluţii de perioadă 2n decît soluţia banală, deci pentru | e | suficient de mic există o soluţie 
periodică de perioadă 2n unică. în acelaşi timp, toate soluţiile sistemului generator sînt periodice cu perioadă 2n 7r, functiile/ 
şi Е avînd perioadă 2TC au şi perioadă 2 n TC , deci în vecinătatea soluţiilor sistemului generator care verifică relaţiile din 
teorema 3.8 pot apărea pentru | e | suficient de mic soluţii periodice de perioadă 2 n 7r care nu mai au perioadă 2iz. Oscilatiile 
de acest tip se numesc subarmonice iar fenomenul descris mai sus a fost numit de Mandelstamm şi Papalexi care l-au 
descoperit în 1932, rezonanţă de genul n. în încheierea acestui punct să facem cîteva observaţii asupra stabilităţii soluţiei 


periodice a sistemului (6) în cazul cel mai simplu. Să presupunem că soluţia banală a sistemului (8) este asimptotic stabilă; 
atunci, evident, sistemul (8) nu are alte solutiiperiodice decît cea banală $1 ре baza teoremei 3.7 sistemul (6) admite o soluţie 
periodică unică x (tz) cu lim x (tj z) = x0(t). e->0 Să facem în sistemul (6) schimbarea de variabile y = x — х (t, s). Obţinem = 
= Хо-+х(Вем]++х{ Е }е] dtdtd^- XO (+, t), t] - zXx[x(t s), t, e] = dXolx(ts).t] y + O(| y |} + dx [сахі [х(0 z) y 
tJ z]y|0 (|y])=dx0 [х0 (t.t]y| ra1iO[ g( MM ] dx dx [ dx ахо [x0 (t), t] y + z V» > у-0(у 1). ахах Pentru | e | $1 \у\ 
suficient de mici avem dXQlx(t,z) f] dXO[x0(t),t] 1 ^dXdxit,*),^*] [ dx dx I dx + o(y) <р | y | cup oricît de mic; cum prin 
ipotezá solutia banalá a sistemului (8) este asimptotic stabilá (sistemul (8) fiind un sistem liniar cu coeficienti perio- 


TEORIA OSCILATIILOR 251 -dici, soluţia este uniform asimptotic stabilă, deci exponential stabilă), rezultă cá putem aplica 
teorema fundamentală de stabilitate după prima “aproximaţie şi deducem cá solutiabanalá a sistemului in y este asimptotic 
stabilă. Am stabilit astfel următoarea : PROPOZIȚIE. Dacă soluţia banală a sistemului în variaţii (S) este “asimptotic stabilă, 
atunci pentru | e | suficient de mic sistemul (6) admite o soluţie periodică unică x (t, e) cu proprietatea lim x (t, e) = xQ (t) e-*0 
şi această soluţie este asimptotic stabilă. $ 5. METODA LUĂRII MEDIEI în cele ce urmează vom prezenta unele cazuri 
particulare ale metodei "generale elaborate de М. M. Krilov şi N. N. Bogoliubov, cunoscută sub numele de „metoda luării 
mediei". Această metodă se aplică şi în problema soluţiilor aproape-periodice. Să presupunem că sitemul generator (7) admite 
toate soluţiile periodice de perioadă «o. Fie x0 (t, h) soluţia generală a sistemului generator. Facem schimbarea de variabile x 
= x0 (t, z). Obţinem dx dxAt.z), dxn(Lz) dz — ,., | ,—--*—-[x0(*, 2), t] + eXx [x0 (f, z), t, e]. dJ dt oz dt Dar — = 
ХО 1х0 (t, z), t}, dt iar faptul cá х0 (t, h) este soluţia generală a sistemului (7) arată cá matricea d x ° ^ z^ esteinversabilá, deci, 
dz xmde Fie dz (10) dt^^ 1 X^t^t, «]. ds CO .'osi fie o soluţie a ecuaţiei ZO (z, 0)= 0. Facem schimbarea de variabile * = c 
+a. 


252 TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Obtinem sistemul e), di unde B (t, 6, e) = Z (t, + 6, e ), deci B 
(t, 6, s) are aceleaşi proprietăți de regularitate са şi Z şi e periodică in t cu perioadă <o. Fie Jo Avem evident 120 = Notăm = 
B(t,b,e)-BO(b, е); rezultă 1 î jr(«,Ve)d«= 0. coJo Fie s ; 6, £) = fe - ^^В* (s, 6, e) ds = B* - a, 6, e) da = J—OO Jo 00 r(n+l) 
со = Yi B* (t— <], 6, e) e = r/ = 0 Jnco = f; e-»"> T e - v (t - s, 6, e) ds = - CV7" B' (t - s, b, е) ds. N-0 JO 1 — © "" ЈО .'O s; 
b, $) = - Te-"8 B' (t - s, b, е) ds 1 _ e-"» Jo — 1 f~ a ft—i' r* = \ e-"'e"° B' (a, b, e) dff 1 e1"» B' (a, b, e) d<r = 1 - e-*» Jt 1 - 
e-*» e-" f=— \e*°dB"= 1- E-"»J« O> =] {**B " (*yb>£) ~ В" ('«>> e> [ Fie Avem 


TEORIA OSCILATIILOR 253 7)e * r« eT<0 = 1 — e-r'w Jt-co qe^ r er '°B"(a,6,e)da = 1 - e - ^= B" (*, 6, e) -5 —fe- B" 
(*-*, 6, «)ds. l—e-*» Jo Deoarece 6, е) are valoare medie nulă, rezultă cá B** (t,b, e) este periodică deci mărginită. Obtinem 
astfel evaluarea I BXt.b.e)\<M + M3 (%-"d« = 2M. 1 — Jo Facem schimbarea de variabile b = h + e BXt9h9 e). Obtinem £ 0 
(HeB;,c)=£,(A,E)+ О(е) = -B0 (A,0) + O(e) = SA + (*)+0(«), unde ir (0,0), i1 ^w Kj11*!».dbDin*&o «) = —(" * 
(«, e)di =— r z(t, + b, e) dt = 70 + 6, e) a Jo <*> Jo xezultă cá E = dZO(C,Q) dz Mai departe, avem + «.»;,e) = *,с) + 0(e) Si 
OB'r, dt Bezultá ^+ = + h,s) — $ B* (t, h, е) + + etlBri(t, h, е)+сО(«). Luăm 7) = e; din | Bn | < 2 M rezultă ВВ" M)=0(e) 


bă 


254 TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE deci sistemul devine Dar dB db dB* — = C J -o o db este ca 
şi B* periodică de perioadă co şi cu valoare medie nulă, db dJB* d * deci ^ este ca şi B^ mărginită. Eezultá e ^ — O (e) deci ( 
*+«#r=®+o<« ). Obţinem in definitiv — = ejEh + eBl(h) + eO(e). dt Facem schimbarea de variabilă independentă t = 
e t. Sistemul devine ^L = Hh + ВІ(ћ) + O(e)J (11) dx unde termenii O(E) sînt periodici în T CU perioadă е co. Presupunem cá 
valorile proprii ale matricii Н au părți reale diferite de zero. in acest caz АЛ sistemul — = Hh nu poate avea nici un fel de 
soluţii periodice diferite dx de cea banală. Matricea Oreen corespunzătoare condiţiilor de periodicitate h (0) = h (eco) este G 
(t, $) = em E — ее#6>]—1 егН* = efl«-> E—e6^]-1,0«s«t«ecoyQ(t8) =eH («+*«-» E — eewH]—1,0«t« 
s < e co. M Eezultá cá avem |O (J, s) < — căci [Е — ее<оН ] 1 admite o astfel de e evaluare. Sistemul (11) va avea soluţie 
periodică de perioadă e co dacă ecuaţia integrală а (t) = sr g ( t's) [Bi(h(8))*?(t)1d8 are soluţie. Fie £2 (A) operatorul 
definit de £2(h) = G(T,S) [*!(*(*)) + O (e)]d*5 Jo 


TEORIA OSCILATIILOR 255 pentru |fe|| < | avem ТО (* (1) ) [< « « —(Plfc|--2re); Z dacă р < —-—sie« rezultă (fe)|| < Z, 
deci CI aplică sfera 2«0-3f 2 «&MN Р| < 1 în ea însăşi. La fel se vede cá Z şi dacă e e suficient de mic, О. este contracție. 
Deducem că pentru |e| suficient de mic Q, admite un punct fix unic, căruia îi corespunde o solutieperiodicá de perioadă e co, 
unică, a sistemului (11); această solutiepentru z 0 tinde către soluţia banală h = 0* Revenind la variabila independentă t 
deducem existența unei soluţii ft(J,e), periodică de perioadă co, unică, care pentru 0 tinde către soluţia banală h = 0. Tinind 
seama de schimbările de variabile făcute deducem existenţa unei soluţii periodice de perioadă co, &(J,s), care pentru 0 tinde 
către zero şideci existentaunei soluţii periodice z (t, e) a sistemului (10) care pentru e 0 tinde către în sfârşit, va rezulta 
existenţa unei soluţii periodice x(t, z) = х0 (t, z (t, e)), de perioadă со, a sistemului (6), care pentru е-*0 tinde către xO(t, in 
plus, dacă valorile proprii ale matricii Н au pártireale negative se vede ca mai înainte că soluţia В (Т,е) este asimptotic 
stabilă, deci soluţia x(tje) rezultă asimptotic stabilă. Să observăm înîncheiere că cererea ca H să nu aibă valori proprii pur 


imaginare poate fi înlocuită cu aceea mai slabă ca det H 4= 0, căci dacă H nu are valori proprii nule, pentru e suficient de mic, 
d«z? sistemul — = Hx nu poate avea soluţii periodice de perioadă e co. Am dtf demonstrat astfel următoarea teoremă. 
TEOREMA 3.9. Dacă soluţia generală xO(t,h) a sistemului generator (7) este periodică de perioadă co, iar este o soluţie а 
ecuaţiei ZO(z,0) = 0 astfel ca det 9 Z W == 0\ dz unde 70(2,0) r f d * f' z ) т XilXoMiWâi, co Jo V d z ) atunci pentru z 
suficient de mic există o soluţie periodică unică de perioadáScoa sistemului (6) cu proprietatea lim x(t,z) = xO(t,t?). 


2 5 6 TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Dacă valorile proprii ale matricii >0) au p^i reale negative, 
d această soluţie este asimptotic stabilă. Observaţie. Afirmatiateoremei, în afară de concluzia asupra stabilităţii decurge şi din 
teorema! 3.8 căci dacă soluţia generală a sistemului (7) e periodică, de perioadă co,atunci sistemul (8) are n solutiiperiodice 
de perioadă co liniar independente şi matricea W coincide cu d xn dz Interesul metodei luării mediei constă în faptul că ea se 
poate aplica şi la cazuri mult mai generale, în particular la problema soluţiilor aproape-periodice. Pentru a formula un rezultat 
relativ la soluţiile aproape-periodice avem nevoie de o lemá datorată lui N. 3ST. Bogoliubov. LEMÁ. Fie f (t, x) o funcţie 
definită pentru t real şi x 6 25, unde E este o mulţime compactă dintr-un spaţiu metric. Presupunem că în orice punct din E 
avem 1 rt+T lim — V f(t,x)dt = 0 uniform în raport cu t, şi în plus că există M şi X astfel са |/ (*, x) < M, |/ («, of) - f(« x") 
< X p (a', х"); de aici rezultă cá limita e uniformă nu numai în raport cu t ci şi cu (t,x). Fie fn (t, x) Atunci * 1 pentru — 00 <] < 
00, x£E, unde lim t (yj) = 0. 7)—* 0 Condiţiile lemei sînt verificate in particular dacă f(t,x) este aproapeperiodicá in'raport cu 
t, uniform în raport cu şi are valoare medie nulă. Demonstraţie. Avem _/,, (t x) =ге-1(1-с7,а?) da- 717 #' + "Tf(*-e- 
- nr) da. Jo 71=0 ЈАТ Mai departe \ҒАї,х)\ = 00 ri n-0 J1 («-1) r JaT - f(t— G, X) —f(t— Слх dGJ = .nT(» - 1) T 5 
>w=0 fœ +rV .«r f(t — а, х) daaorm-r. ^e-^^n/(*—a,a?)(1 —O-*»««-»*«-) da oo | r(»-)7* / ( * — da n-0 IJnT 


TEORIA OSCILATIILOR 257 oo f(«+)T + M £ (1 - = rt-0 JnT oo I f(»*1) T = f(t-o,x)áo N-=0 I JnT + M 5 ^ (1 — 6-") d« = 
n-0 .0 +M 1—{ T +— (e-"r - 1 ) ) = l-e-"T Ут, ) oo I /*(n+1) Т =jjerH«rU f ( t- a,x ) da ОО P(»-*LT-SerH",TV/(« 
- ЁЁ,» )da «=0 I }nT n=0 MT 1 — e-"r 7j оо | К» T = §f(t-G,x)dG - _ А1..'«Т + Ui) unde ат notat Avem deci deci 
Fezultă -J L.7)1]1-e-"r7)e-"1,21— 7 T*o0(0),1 e-w-7y)T-*0(0), От) У) ЧТ+ 0(УЛ 7)J7)(T7,-0( 
7 ))) Hi (1) =M deci Conform ipotezelor, Y) T + O(y)) lim^(vj) = 0 . Eezultá 1 ft + T — f(s,x)ds -L.t< s ( T ) , lim £ (T) = 
0. T-*QO 1 — e-** + КМ Alegem pe Т ca funcție de y) definit de ecuaţia 1-e-712, = s (T). Cînd 7] O, se capătă Y)T (Y)) О; 
într-adevăr, dacă T este mărginit, relaţia e evidentă, iar dacă T ->cx? rezultă e (T) ->- О, deci y)T 0. Мот 7] T (Y)) = (Y)) 
şi deducem unde £2(y)) -> O şi ^(y)) ->0. Lema e demonstrată. 


258 TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Să considerăm acum sistemul (6) presupunind cá XQ siXx sînt 
aproapeperiodice în t, uniform în raport cu celelalte argumente. Presupunem de asemenea că soluţia generală xO(t,h) a 
sistemului (7) este aproape-periodică în t, uniform în raport cu h. Facem din nou schimbarea de variabile x = хО(Ь z) şi 
obținem sistemul (10) unde de data aceasta Z(t,z,z) este aproape-periodicá în J, uniform în raport cu celelalte argumente. Fie 
ZO (z, е) = lim — [ Z (J, z, s) dt Т-+оо T Jo şi C o soluţie a ecuaţiei ZQ (z, 0) = 0. Facem schimbarea de variabile z =s C5 + b. 
Obtinem sistemul di unde B(t,b,z) are aceleaşi proprietăţi de regularitate ca şi Z sie aproapeperiodicá in t, uniform în raport cu 
celelalte argumente. Fie £0 (&,«)= lim — [T B(t,b,z)dt; T - + oo T Jo avem ВО (0, 0) = 0. Notind B*(t,b,e) = B(t, b,*)-BO(b,*), 
rezultă Pe baza lemei deducem | B^ | < lim — ^ B * (t, 6, e) df= 0. Т-+оо T \ Facem schimbarea de variabile b = h + s B^si 
obținem, alegind y) = e, sistemul — = e Hh + s Bt (h) +e T {t, h, e), (12) dt unde T e aproape-periodicá în uniform in 
raport cu celelalte argu3 r < y (s) cu lim y (e) =0. £-*0mentesi|YV« y(e),dh Yom presupune cá valorile proprii ale matricii Н 
sint cu părţi reale negative şi vom demonstra că pentru 0 « e < e0 sistemul (12) are o soluţie aproape-periodicá unică, care 
pentru e -> 0 tinde către zero. Considerăm sistemul dt 9 


TEORIA OSCILATIILOR 259si formám funcţia V(y) + — sup |у(а,у)[« Jo £ Avem căci — \у\2<\У(у)<^ 13/la,eeIV(yj- V 
(y2) | <ъ(\у1\ * yt NV) \у1-УК\ $ lim sup + &(«*)] <-ly(l,y.) Folosind această funcţie, deducem ca în demonstraţia 
teoremei 3.4 că sistemul dt admite pentru orice / aproape-periodicá o soluţie aproape-periodică unică, hO(t), pentru care are 
loc evaluarea K(t)i< — sup|/[. e Fie hO(t) soluţia aproape-periodicá a sistemului Avem J T — = e Hh + c T (t, 0, e). dt 'K(t)V« 
—Zzy (S)7 Ly(S). e Fie hk (t) solutiaaproape-periodicá a sistemului J T — = eHh + e Bx (fefc 1 (f)) + «T (<, (*), s). d< 
Presupunem prin inducţie | hk—i (t) | € 2 Ly (e). Atunci deci I h (t) | < — e (4 p^ Y2 (e) -(-Y(s)) — Лу (9[4 [x Y (e) + 1]. e 


260 TEORIACALITATIVÀ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Pentru s suficient de mic rezultă y (e) < si deci 4 (Jli2 \hk(t)\ < 
2£Y(s);pebazarationamentului prin inducţie rezultă cá pentru toti Tc avem evaluarea scrisă. Fie acum h(t) = hk(t)-hk 1(t). 
Аует _ | ^=е ЕВК+1 { +) +$ВАБК({)) + ЧЕ 4Е Е + er(Lfc*(«),e) - e Hhk (t) - e(fc^(«)) - e (<, fc^(«), e) == (D +e 
{Вх (hk (ty-B^ ?ok.x (O) [e («,A* (D), s) — г<«, (D), 9]. Avem b1(u)-b1(V)wvl(uV- \у\)\о-у\, deci I Bx (hk (9) - Bl ( Vi (0) 
|<4p Ly (е) sup |Ik |. Rezultă Z*-1(«)I«— £ (4 [xiy (s) sup | Ik | *y(£)suplZJj il y(e)supUf c | e de unde pentru y (s) < — 
rezultă convergentauniformá a şirului de aprob i ximatii succesive către o soluţie aproape-periodicá a sistemului (12). Tinind 
seama de evaluările aproximatiilor succesive se deduce că această solutietinde către zero cînd e -> 0. Dar atunci, tinindseama 
de schimbările de variabile efectuate, rezultă existenţa unei soluţii aproape-periodice unice asimptotic stabile, x(t,z), cu 


proprietatea lim x(t,z) =х0(1, Ame-M) obţinut următoarea teoremă : TEOREMA 3.10. Васа în sistemul (6) funcţiile ХО si ХІ 
sînt aproapeperiodice în t, uniform în raport cu celelalte argumente, iar soluţia generală xO(tjh) a sistemului (7) este aproape 
periodică în t, uniform în raport cu В, si C? es^e 0 soluţie a ecuaţiei ZO(z,0) = 0 astfel ca valorile proprii ale matricii dZ« ^ за 
aibă părți reale negative, atunci pentru z suficient de mic dz există o soluţie aproape-periodicá unică a sistemului (6) cu 
proprietatea lim x(t,z) = x0(tj Aici ZO(z,0) = limM T (^o^^r1^(f»g)-«70 ]41. t-x»» T;0 dz) 


TEORIA OSCILATIILOR 261 $ 6. METODE TOPOLOGICE Folosind unele metode topologice se pot obţine în teoria 
sistemelor cu parametru mic rezultate puternice, în care conditiileimpuse sistemului generator sînt foarte generale şi au un 
caracter intrinsec. TEOREMA 3.11. Dacă sistemul generator (7) admite o soluţie periodică x0 (t) asimptotic stabilă, atunci 
pentru | z | suficient de mic sistemul (6) admite o soluţie periodică x(t,z) cu proprietatea că lim x (tj z) = x0 (t). Demonstraţie. 
Ne sprijinim pe următoarea teoremă a lui F. Browder. Fie X un spaţiu Banach, 8 şi 8X mulţimi deschise şi convexe din X, $0 
închisă şi convexă, 80 C C fo aplicaţie compactă a lui 8 în X ;presupunem că există m natural astfel încît fm este definită pe 
519 fj (80) C 8t pentru 0 < j < m/w (8^ C 80 ; atunci f are un punct fix în 80. Vom aplica această teoremă în cazul particular 
cind X este spatiul euclidian w-dimensional; in acest caz va fi suficient ca f sá fie continuá. Fie x (tjp, z) solutiageneralá a 
sistemului (6) cu x z) = p. Considerăm transformarea f(p,z) = %(о>.р,е) şi demonstrăm cá ea îndeplineşte toate condiţiile din 
teorema lui Browder, dacă s e suficient de mic; va rezulta cá pentru s suficient de mic există un punct fix, şi din (co, р, 7) =p 
rezultă că soluţia corespunzătoare e periodică. Yom face demonstraţia luînd х0(0 = 0 deoarece ajungem la acest caz printr-o 
simplă schimbare de variabile. Sistemul (7) fiind periodic, stabilitatea asimptotică e uniformă, deci există 80 > 0 şi două 
funcții S(v)) şi T(v)) astfel încît p < S(v)) implică 0 (^p) | <y] pentru t > 0 şi \р | < 80, > T (*/)) implică \х0 (Бр) \ < yj. Fie 
= 5,0 <v)<minţS0, S(A-jJ, T=8,)], mcel mai mic număr natural astfel cam со>Т. Fie 8 sfera \р\ < Atunci \х0(&р) | < 
— pentru p£8, 0. Dacă | $ | e suficient de mic, rezultă 2 Ix(tjPjz) |< a pentru p £ 8, 0 < t < m, ре baza teoremei de 
continuitate a soluţiei in raport cu parametrul. De aici rezultă cá pentru p © 8 avem \КР^)\ < a- Eezultá tot de aici cá soluțiile 
X(t,p.z) sint prelungibile dacáp £8 deci operatorul/siiteratele sale/*, ( j = 1 ,... m), sint definite pe 8. Fie St sfera p \ < у] si 
80 sfera I9 I < -j- < ^ аует X0 (фр) | < căci 7)« 8 ; pentru [s |suficient de mic rezultă \х(6р,2) | < 8V pentru 0 < t < mco, deci f 
(8^ C Sy (у = 1, ..., m). Pentru li» | < — — У)1,<>0 avem \х0(6р) \ < — 7),deci pentru | s | sufi4 12 ) 2 cient de mic x (фр,7)\ < 
7) dacáp < 0 < * «mco,ceea ce arată са f (80) C 8X pentru 0 <j < m. 


262 TEORIACALITATIVÀ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Din 7) < 80 rezultă cá pentru p Z8ly t^ T, avem wO(t,p) < < 
—: 8(— 7)| deci pentru | s | suficient de mic rezultă \х (m co,i>, z) | «2 2' «^-st-1-7)Jdacá ptS^ adică f™ (8-^) С 80. Toate 
conditiile din teorema lui Browder rezultá verificate, deci este demonstratá existentaunui punct fix in 80. Se vede cá 80 poate 
fi aleasá arbitrar de micá, dar atunci z trebuie luat mic. Aceasta inseamná cá solutia a cárei existentáam demonstrat-o tinde 
către zero cînd e -> 0. Teorema este complet demonstrată. TEOREMA 3.12. Fie ХО analitică : X0(x,t) = XT](oo, 9+Х{0т+1) 
(х,0)+..., m> 2 rco Xo] fiind forme de gradul Ic în coordonatele lui x; presupunem cá \ ХТ (x,t)dt are punctul x = 0 ca punct 
singular izolat. Dacă indicele punctului x — 0 1 P60 în cîmpul de vectori — \ X (TM] t) dJ este diferit de zero, atunci pentru \z V 
co Jo suficient de mic sistemul (6) admite o solutie periodicá de perioadá co care pentru e-^0 tinde la zero. Demonstratie. 
Considerăm sistemul dt Soluţia lui generală se scrie x = Ax(t) x0 + A2(t, х0) +... + АК(6х0) + . . . , unde Ak (tx0) sînt 
vectori ale căror coordonate sint forme de gradul h în raport cu coordonatele lui x0, cu coeficientifunctiide t. înlocuind in 
sistem se capătă dt dt dt + t ) +.... Se obţin, relaţiile d< dt dt A1(0)=E, A2(0, x0) =... = Ат, x0) = 0. Eezultá de aici At = 
E, А2 =... A,-1 :0, Ат (t, x0) = ^ ZT (*«,«) 


TEORIA OSCILATIILOR 263 Deducem că soluţia generală a sistemului (7) este de forma ff (t) = x0 + ^ XT «) d* + .. unde 
termenii nescrisi sînt de grad superior în coordonatele Іш x0. Considerăm acum cîmpul de vectori pco u(x0) = x(u») — x0 = \ 
XT] (Хај 9 d] + JO Acest cîmp are punctul х0 = 0 drept punct singular izolat deoarece /"co acest lucru este presupus pentru 
cîmpul 1 X(0m) (x0, t) dtf. Deoarece inl f60 dicele punctului х0 = 0 în cîmpul — \ Хот) t) dt este diferit de zero, co Jo rezultă 
că indicele punctului x0 = 0 în cîmpul u(x0) este diferit de zero. Să considerăm şi cîmpul ue (x0) = х( co,x0, e) — x0 ; avem 
lim a? (co, x0, e) = = x (co, x0J0), deci pentru | e | suficient de mic rotatiacimpului uz (x0) pe o sferă care contineoriginea va fi 
egalá cu aceea a cimpului u(x0). Deoarece indicele originii in cimpul u(x0) e diferit de zero, rezultá cá dacá sfera e suficient 
de mică atunci rotatiacimpului uz (#0)ре această sferă va fi diferită de zero. Dar atunci cîmpul ue (x0) va avea în domeniul 
interior sferei un punct singular, deci un punct pentru care ue (x0) = 0, adică x (co, х0, e) = x0; acest punct corespunde unei 
soluţii periodice. Teorema e demonstrată. Observaţie. Dacă punctul x = 0 este asimptotic stabil pentru sistemul (7), indicele 
său în cîmpul x (Jkco) — х0 este, pentru Tc suficient de ^ rko) mare, egal си +1, deci indicele sáu în cîmpul — \ Хот) dJ este 
diferit de zero. JfccoJo Dar 1 rkco -| fco — \ ХТ] dt = X { o m) dt Jkcojo co Jo şi condiţia din enunţ e verificată. Eegásim 
astfel un caz particular al teoremei 3'.11. TECREMA 3.13. Dacă sistemul (1) nu depinde explicit det, dacă ХО(*х) admite în x 
= 0 un punct singular izolat care nu este punct de acumulare de soluţii periodice cu perioadă co' <; cosi dacă indicele punctului 
x = 0 în cîmpul XQ(x) este diferit de zero, atunci pentru | e | suficient de mic sistemul (7) admite o soluţie periodică de 
perioadă co, care pentru tinde către zero. Demonstraţie. Ca în cazul teoremei precedente vom arăta că rotația cîmpului ue 
(#0)еѕіе diferită de zero pe o sferă suficient de mică cu centrul în origină, arătînd că indicele originii în cîmpul u(x0) este 


diferit de zero. Pentru aceasta vom arăta că indicele originii în cîmpul u(x) coincide cu 


264 TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE indicele în cîmpul X0(x). Definim cîmpul W(#0, Т) = — [A? 
(COT, X0,0) — А?0] COT pentru T^O, W(X0,0) = X0(x0). Deoarece— x (t, x0, 0) pentru t = 0 dJ este chiar X04x0), rezultă 
cá lim W(x0, T) =ТТ(О?0,0), deci cîmpul W1x0,x) T-M) depinde continuu de T.Cimpul W (x0, T) 4= 0 € T < 1, pe o sferă 
suficient de micá cu centrul in originá, deoarece am presupus cá origina nu e punct de acumulare de solutiiperiodice cu 
perioadá co' « co sideci x ( COT, X0, x0 pentru 0 « T « 1. Cimpul W (x0, T) reprezintá o deformatie continuá a cimpului 
Х0(х0) în cimpul— u(x0) şi deoarece W (x^ T) 4= 0 rezultă cá co indicele originii in cele două cimpuri este acelaşi. Teorema 
este demonstratá. 8 7. SISTEME AUTONOME Problema solutiilor periodice prezintá anumite particularitáti in cazul cind 
functiileX0 siXjnu depind explicit de t, deoarece în acest caz soluţiile periodice ale sistemelor (6) $1 (7) au in general 
perioade diferite, în cele ce urmează vom prezenta teoria completă a sistemelor autonome cu parametru mic, urmînd calea 
geometrică folosită sistematic de M. Urabe. Considerăm sistemul <1 T, ^- =X ( x) (13) dt Presupunem că acest sistem 
admite o soluţie periodică x = uit) de perioadă co. Ре baza teoremei de unicitate rezultă cá X\u(t)']4= 0 pentru toti t. Мот X 
—^^M^* Dacă n> 3 şi dacă X verifică o \X {u{t)-]\ _ condiție Lipschitz locală, curba x = X(t) nu acoperă întreaga sferă 
unitate, deci există un vector unitar e19 astfel încît X(t) să nu coincidá cu —et pentru nici o valoare a lui t. Plecind de la 
vectorul constant el construim un sistem ortogonal $1 normat de vectori e19 e2,..., en. Notăm i cos 0 cos0* = (x(t)» e») Si 
formăm vectorii = — — (е1 + X), 1 + cos 0! у=2,3,... ‚ n. Deoarece X (t) nu coincide nicăieri cu — e19 rezultă cá 1 + cos 
01 =f= 0. Vectorii sînt funcţii de t, periodice cu perioadă co şi au aceleasiproprietátide regularitate ca s1X (t). Vectorii (X (t), 
£2, ..., £n) formează un sistem ortogonal, normat. Sá verificăm aceasta : <5., X) =L- , CPs9v + X), X ) = (ev, X) - С° \ [(ех, 
X) + V1+COS0!/ 1 + COSO! + (X, X)] = cos 0V — (cos 0! + 1) =0, 1 + COS 0! 


TEORIA OSCILATIILOR 265 V 1 + cos 0! 1 + COS 0! ) COS 0V \/ COS 0у COS Otx SFAIIOVJ^(X 1 + СОЅ 0! )\1+ 
COS 0! 1 + COS 0! COS 0^ COSOtxCOSOv , COSOv COSOJX , JLI— Ojxv +r 1 + cos 0! ) 1 + COSO! (1 + СОЅО!)2 COSOV 
COSOpi СОЅ0! ~ OmV.. (1 + cos 01)2 în cazul п=2, fieX-(  V;luámt2-(  )sisistemul (X, £2) este ortogonal si 
normat. in definitiv, rezultă că soluţiei periodice u(t) i s-a ataşat un sistem de vectori ortogonal şi normat, avînd drept unul din 
vectori pe X (vectorul unitar al tangentei la curba x = u(t)) format din vectori periodici de perioadă co, cu aceleaşi proprietăți 
de regularitate ca şi X(t). Cu ajutorul acestui sistem ortogonal normat facem schimbarea de variabile dată de relaţia ® = it(6) 
+ S(Q)y, 8(Q) fiind matricea ale cărei coloane sînt vectorii £,(0); 0 este un scalar, iar y un vector de dimensiune n— 1. 
Verificăm că relaţiile care definesc schimbarea de variabile sînt inversabile în vecinătatea curbei x = u(t). Avem d (x ) = det 
tg(e)z[u(e) |) d ^ 0) v=o unde am notat cu (8,X) matricea ale cărei prime n — 1 coloane sînt formate din coloanele 
matricii 8, iar ultima coloană este X. Mai departe, det (8 (0), X > (0)]) = det (8 (0), | Xu (0)] | X[u (0)]) == ХР (0) 9ек5(0), 
Ха (0)]) 2|X|»(0)]|^O. . Am folosit faptul cá sistemul (..., £n, X) este ortogonal şi normat, — d (x1 xn) deci 
determinantul matricii (8(0), X (0))este 1.Eezultá —' * * * —£0 S8) si transformarea este inversabilá local. Prin aceastá 
schimbare de variabile curba x = u(t) devine y = 0, 0 = t. Să уедет ce formă capătă în noile variabile sistemul (13). Avem 


266 TEORIACALITATIVÀ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE -deci Z[ « (6) ] f- + ^ smi ( 1 4) atat du at inmultind 
această relație cu X* |>(0)] si tinind seama de faptul cá J T S = 0, obţinem | X[u (8)]» | - В [« (0)] y)  X*iu(0)] X|» (0) 
+ 0 (6) Pentru | y | suficient de mic coeficientul lui — nu se anulează, deci în dt vecinătatea curbei x = u(t) обџпет аб _ X*[> 
(8)]X1>(0) + Я(8)У] d t Z[um Ínmultind relaţia (14) cu (0) si tinind seama de proprietăţile de ortogonalitate, obţinem at du at 
deci at x * *mxi*(Q) + fl(O)y] у mdig(9) | X[«(8)]|» - Z*[«(e)] d/8f(6) ^de y — w y in definitiv sistemul (13) se 
înlocuieşte cu un sistem de forma f — Y (6,,), ^= 0 (6, y), at dt unde se vede imediat cá Y şi 0 sînt periodice în 0 cu perioada 
co, verifică relaţiile ©(0, 0) = 1, Y(0, 0) ~ 0 şi au aceleaşi proprietăţi de regularitate са şi X(x). Formám acum sistemul « = e 
j b > *<**»>* (15> Funcţia este periodică in 0 cu perioada co şi are pentru I y I 0(0,y) suficient de mic aceleaşi proprietăţi de 
regularitate ca şi X deoarece din 


TEORIA OSCILATIILOR 267 0 (0,0) = 1 rezultă că pentru | y | suficient de mic 0 (0, y) 4= 0. Să punem în evidenţă prima 
aproximaţie liniară în acest sistem. Avem X[«(8) + S(Q)y] =Х{ит-+ d X11(6) ] S(Q)y + 0( % ax deci X* 
[u(6)]X[«(6)-+flf(6)y]= [X[«(6)] 2 +X* [«(0)]A (0)S(0)y+0(|y |), unde am notat А (9) = t^SULRezultá dx 1 1 1 1^[«(0)]2 , , 
X*[u(6)]A(e)g(6)y , , n |XO(0)] Mai departe, i - +o (1y D). MOJ11*1I2(0)]]g Ј = I z[*mi2(*0(0,)1d0J * o(|y]|)1 
=1+0([у|[) > 1%[«(0)]2 I [X([«(0)]D. ^ Y» (0, y) = К (ej XM 0) + £ (0) yJ]-0 (0, у) £(0)^^y d0 deci 1 Y-*(6,y) = —1— 
^0) X[«(0)]  ^(6)18(e)y + o(|y)) 0(0, y) €(0,y) at) du Bezultá Sistemul (15) se scrie deci du 


268 TEORIACALITATIVÀ A ECUATIILOR DIFERENTIA LE unde elementele b^ ale matricii i?(8)sint date de d£v de si sint 
funcţii periodice de 0 cu perioadă co. Yom numi sistemul sistemul în variaţii normale. Sá considerăm sistemul adică sistemul 
în variaţii corespunzător soluţiei w(0). Scriem vectorul v în sistemul ortogonal normal .. .,£n): у (0) = р (8) (8)] +£p* (8) 
(8). v= 2 Căutăm ecuaţiile pe care le verifică píL( 8). Avem dt? dp du, *ud£v dpyr-f,xwe)]*,AmJj * Sr-- ác 5. 
(°> Cum rezultă = ApX[um + S (0) А (0) (0). v22--z[«(e)] f degfx[«(e)] + = 40 v=2 d0 d9 v-2 inmultind cu О 


căpătăm de v = 2 V d O ĮI v= 2 Amajuns astfel la concluzia: componentele normale pv ale variațiilor v verifică sistemul în 
variaţii normale. Să observăm că din — =Zlu( 8)] 48 


TEORIA OSCILATIILOR 269 rezultă A ^ = dt de de deci S = **[«(«c]du este o soluţie a sistemului în variaţii. Fie <0(0) о 
matrice fundamentală de soluţii pentru sistemul în variaţii, а cărei primă coloană e formată de soluția X[u (0)]. Avem 0 (0 ) = 
Î7(0) Cj unde Î7(0) este matricea de soluţii cu Z7 (0) = E. De aici <D(0 + co) = Î7(0 + co) 0 = 17(0) 17(со) C = 17 (0) CC'1 
17(co) (7 = 8 (0) JL, unde K = CZ7 (co) C; deoarece K este asemenea cu matricea de monodromie Z7(oo), valorile ei proprii 
sînt tocmai multiplicatorii sistemului în variatii.Fie v2J.. solutiilediferite de X \u (0)] care formează matricea О. Scriem aceste 
soluţii în sistemul ortogonal normat (X, ...,£n);f?v=?vl[w(0)]+ YiPvl».Relatia 0 (0 + co) -O(0) X devine X |> ( 
0 + «d)] -X[u(Q)] IC + £ M8)? , vv(0 + co) =X[u(d)]Jel + £ УММ. [1=2 Luind 0 = 0 şi trecînd la baza (X,£2, .. (n) se 
capătă (co)X [u (co)] + S К (co) 4(co)=X]>(0)] Jcl + + f, [Pn(0)X[«(0)] + 85^(0)^(0)]^ti.22* Dar «(co) 2«(0), 
&»(O) = ^(0), deci Dbv(«)X[(DX0)] + SJ»i(«) [«(0)]fcl + y [^(0jxcuto)] + GC2L- SK(0)^(0)] Zlu(0)] =X[u 
(0)]fct-- £ <v(0) m * H2 


270 TEORIACALITATIVÀ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Vectorii X[u (0)], £2(0), ... (0), sînt liniar independenţi; tot 
liniar independenţi sînt şi X]>(0)], t?2(0), ...,1?n(0). Eezultá Тс\ = 1, Tei" = 0, j>v (а>) = Tel + £ mPvL (0), J>î (co) = Skpl 
(0) • 122 ^ Avem det (p* (0)) 4= 0; într-adevăr, dacă determinantul ar fi nul, ar exista constantele cv nu toate nule astfel ca cv 
р^ = 0, deci У £ е* (0) = £ o» (0) ХО (0)] + 5 »jtf^ - V V VIA = (0)JT[«(0)], V deci cv = 0, (0) = 0, ceea ce este 
contradictoriu. V Functiile vw (0) sint solutii ale sistemului in variatii, deci dupá cum am vázut, componentele lor normale 
2>v(0) sînt soluţii ale sistemului în variaţii normale. Deoarece det 2>v(0) == 0, rezultă cá 2>v(0), v = 2, ..., n, [x - 2, .., n, 
reprezintă o matrice fundamentală de soluţii pentru sistemul în variaţii normale. Fie P(0) această matrice şi sá'notám cu K2 
matricea (*£ )у=2 »* Eelatiap* (co) = £ px (0) Tel se scrie Р (G>) = P (0)E2 \1=2 n X şi arată că valorile proprii ale matricii 
X2 sînt tocmai multiplicatorii sistemului în variaţii normale. Deoarece Тс\ = 1, if= 0, rezultă că matricea К are forma К VO 
K21 Am obţinut următorul rezultat: multiplicatorii sistemului în variaţii normale se obțin din multiplicatorii sistemului în 
variaţii eliminind multiplicatorul egal cu 1 (care corespunde soluţiei periodice X[u(Q)]). Acum putem demonstra o teoremă de 
stabilitate a solutieiperiodice u(t). Această teoremă a fost demonstrată pentru prima dată de Andronov şi Witt. TEOREMA 
3.14. Dacă (n — 1) multiplicatori ai sistemului în variaţii corespunzător soluţiei periodice x = u(t) se află în interiorul 
cercului unitate, atunci soluţia periodică x = u(t) este orbital stabilă; aceasta înseamnă că dacă x (J) este o altă soluţie а 
sistemului (13) pentru care x(t0) e suficient de apropiată de curba x = u(t), atunci lim [x(t) — u(t с)-] = 0. ao Demonstraţie. 
Dacă n — 1 multiplicatori ai sistemului în variaţii se află în interiorul cercului unitate, rezultă că multiplicatorii sistemului in 
variaţii normale se află în interiorul cercului unitate, deci soluţia ba- 


TEORIA OSCILATIILOR 271 nală a sistemului în variaţii normale este uniform asimptotic stabilă, decir pe baza teoremei de 
stabilitate după prima aproximaţie soluţia banală a sistemului (15) este uniform asimptotic stabilă. Dar atunci, pentru | y(0) | 
suficient de mic, avem lim t/(0) = 0, deci din relația e-»> oo *[«(O)] = *(8) + 0(O)y(O) deducem lim (8)] - *(8)} = 0. е-К® 
Fie 0 < 0' < 0"; аует [&(0") e" [, (0) -£ 1jd0--CfO-7A'11d0—-^(1-O(|]yD-1id0- T'o(|y)d6.2 \0 
(8 , у) IJe- .V Dar deci O(|y) « Me-«e ; de aici re" r°° M КО") — 0"] — [J(0*) — 0'] | <; J£ V e"a6 40 < Jf е-а0 d0 = — 
e—a6'J6' Jo' a Pentru 0' suficient de mare, |[«(8") - 0"] — \ (0') - 0'] poate fi făcut oricît de mic, deci lim [t(Q) — 0] există; fie 
0O această limită. е->оо Pe de altă parte, &P(8)] - 0+ 8 о ) =  X[&(«)]da, Је+е0 deci ®[*(6)] - & (8 + 80) | 11(8) - (0 + 
00) | sup | («)] |. Dar dacă | y (0) | < SO, rezultă |y(0) | < 1 pentru 0 > 0, din cauza stabilităţii soluţiei banale a sistemului (15), 
deci #[3(0)]| e mărginită, deci |X[^'(0)]| e mărginită. Cum lim [J(0) - (0 + 00)] = Hm [J(0) - 0 - 00] = 0 0-»-oo e->00 rezultă 
lim {x (6)3 — x(Q + 00)! = 0. Deoarece avem şi lim {®[«(8)] - u(Q)! = 0 e-^oo 


272 TEORIACALITATIVÁ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE rezultă lim (a?(0 + 60) - w(0)} = 0. е->.00 Notind 0 + 00 = t, 
с = — 00, rezultatul obţinut se scrie lim (x(t) — u(t + c)!= 0 oo şi teorema este demonstrată. $ 8. SISTEME AUTONOME 
CU PARAMETRU MIC Să considerăm acum sistemul perturbat = Z (*,*), (16) at unde Z e continuu diferentiabilá şi Z (x, 0) = 
X (x). Presupunem ca mai sus cá sistemul (13) admite o solutie periodicá x — u(t) de perioadá «o. Considerám sistemul de 
vectori X(t), * si facem în sistemul (16) schimbarea de variabile x = u(Q) + $(0)y. Obtinem un sistem de forma ^ = 0(0,у,е ), 
r(e,0,0)=0,9(8,0,0)s1. аса Formám sistemul dy r(8,y,«) . dO 0(0, у, z) Avem, cu aceleaşi calcule ca in paragraful 
precedent O( e, 2) x *[um- ,|X[t*(0)]|-X*P(0)] IW - i Y*(8,y,e) = 18)Z>(6) + flf(8)y«]-0(6,(8)^1 8) у. Mai 
departe »[«*> + «°>», '1 - «M»W»1 + « (%+«+9а? о2+ O( y|* |eD = X[«(0)] + 4(60(6)* + e c 0O(y| [с |). ое 


TEORIA OSCILATIILOR 273 Eezultă )Z[u(Q) + 8(Q)yy,z] = & (8)A (6) 8(0)у + « & (6) а4[0(6)>°3 + ds c o(|y|* lel) 
Tinind seama de faptul cá 0(6,у,е) 2 1-- O(| y |) + О([5 ]), rezultă dO [ 40 J de în definitiv ^L-B(Q)y +е,(е) + o([f] t|), (17) 
du unde d s TEOREMA 3.15. Васа sistemul (13) admite o soluție periodică x = u(t) de perioadă co, astfel încît sistemul in 
variaţii corespunzător admite un singur multiplicator egal cu J, atunci pentru |s| suficient de mic sistemul (16) admite o soluţie 
periodică unică x = x(t,z), de perioadă co+ O(e), cu proprietatea lim x(t,z) = u(t). Bacá în plus nici unul din multiplicatori, cu 


excepţia celui egal cu 1, nu este rădăcină a unităţii, sistemul (16) nu admite în vecinătatea soluţiei u(t) soluţii de perioadă p co 
+ + O(e). Васа multiplicatorii diferiţi de 1 se află în interiorul cercului unitate, atunci soluţia periodică a sistemului (16) este 
orbital stabilă. Bemonstratie. Fie y(6,c,e) soluţia sistemului (17) cu y(0,c,e) = c. Funcţia y (6,c,e) este continuu diferentiabilá 
în raport cu с şi e; cum y( 0,0,0) = 0, putem scrie у(О,с,е) = G(Q)c + r(Q)e + о(\ ^ + Je]. înlocuind în sistemul (17) obţinem + 
++ \*\) = B(Q)mQ)err(Q)z + ао ао *o(|o|*1el) | +е, (6 ) +о (\«\ + [с |). Eezultă 40 40 С(0)=Е, r(0) = 0. 


274 TEORIACALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Prin nrmare, С (0) e omatrice fundamentală а sistemului în 
variaţii normale, iar r(0) este o soluţie a sistemului neomogen, dată de formula г (0) = G(Q)^G-1(s)ri(s)ds. Soluţia y(0,c,e) 
este periodică de perioadă po» dacă şinumai dacă y = (pco,c,s) = y(0,c,s) = c. Dar y(1>co,c,s) = G(p«*)e + r(pco)e + o( \ |+ | 
e |). Eezultá cá putem scrie condiţia de periodicitate sub forma [iG(po>) -Е]с + r(pa>)e + o(|c |+ I e D) = 0. Dacă det[G(p>) 
există pentru | e | < $0 ofunctie c(e) continuu diferentiabilá, cu c(0) = 0 şi astfel ca [G(pco) - E]c(e) + r(pco)e + 0( | с(е) |+ [е 
|) = 0. Soluţia y(0,c(e),e) este o soluţie periodică de perioadă po) a sistemului (17), care pentru e-* 0 tinde către zero. Acestei 
soluţii periodice îi corespunde o soluție 8 [ «(8)]=v(8)+«(6)y(6,o0(s),s)a sistemului (16); curba x = a?[/(O)] 
este curbă închisă vecină cu x = = u(Q) şi pentru Otinde către aceasta. Perioada co^ a solutieix(t) va fi dată de t(p<*)-t(0)= 
f^dü-1— £ - = \ а+0(у)) + 0(le)] d6 = Jo dO Jo € (0, Јо =P>+0(wy+ |е) =Ј>« + 0(е)деоагесе |у| = 0(|«). Deoarece 
6r(0) este o matrice fundamentală a sistemului în variaţii normale, avem G(p<*>) = Gp (co), deci дасабг(со) аге o valoare 
proprie egală cu 1, atunci G(pco) are o valoare proprie egală cu 1, deci dacă det (6r(co) — — Е) = 0, atunci det (G(po>) — 
Е) = 0. Eezultă de aici că dacă det G(p«*) — — E] 4= 0, atunci avem şi det [6r(co) — JS7] ^ 0, deci există în vecinătatea 
soluţiei w(0)o soluţie periodică de perioadă co + 0( le |) a sistemului (16). Dar dacă det [G(p&) — EA 4= 0, soluţia 
periodică y(0,c(e),s) este unică de perioadă pco sideci coincide cu cea de perioadă co. Dacă det [6r(co) — — E] 4= 0 dar 
există p astfel ca det [G(pco) — EA= 0, atunci pentru acest p pot exista soluţii y(0,c(s), e) de perioadă pco care nu admit şi 
perioada co. Conditia det [6r(co) — E]4r 0 inseamná conditia ca multipli- 


TEORIA OSCILATIILOR 275 catorii sistemului în variaţii normale să nu fie egali cu 1, deci condiţia ca sistemul în variaţii să 
admită un singur multiplicator egal cu 1. Rámine să demonstrăm afirmaţia relativă la stabilitatea soluției. Avem А 
dZ[x(t,e),e]^dZ[u(t) + О(2),2] dZ[u(t),0] dx ах dx - d { - X u m +0(5)=А(#0)+0(2). dx Conform ipotezei, sistemul are 
multiplicatorii în interiorul cercului unitate, cu excepţia celui egal cui. Deoarece multiplicatorii depind continuu de matricea 
de monodromie, iar aceasta depinde continuu de coeficienţii sistemului, rezultă că pentru | c | suficient de mic multiplicatorii 
sistemului dt cu excepţia celui egal cu 1, se vor găsi în interiorul cercului unitate. Stabilitatea orbitală a soluţiei periodice 
x(t,z) rezultă acum pe baza teoremei 3.14. Teorema este complet demonstrată. Considerăm acum cazul cînd sistemul (13) 
admite o soluţie periodică x = u(t) de perioadă со0, astfel încît toate soluţiile vecine cu ea să fie tot periodice; în cazul n >- 3 
vom presupune că perioadele acestor soluţii sînt mărginite. Fie x0 un punct de pe curba închisă CO dată de x = u (/), si II 
hiperplanul normal la CQ in xQ. Conform ipotezei, orice traiectorie care taie pe II într-un punct vecin cu x0 este închisă 
sireciproc, orice traiectorie închisă din vecinătatea Іш CQ taie pe II într-un punct vecin cu х0. Fie cd(#) perioada unei astfel 
de traiectorii, co(0?0) = co0. Demonstrám că putem alege perioadele astfel încît funcţia &{x), care pentru orice x vecin cu х0 
este o perioadă a traiectoriei care trece prin x, să fie continuă în x0. Traiectoriile considerate sînt date de soluţiile sistemului 
(15). Conform ipotezei, soluţiile acestui sistem, pentru | y | suficient de mic, vor fi functiiperiodice de 0 cu perioada p co0; 
într-adevăr, orice astfel de soluţie corespunde unei soluţii a sistemului (13) situată în vecinătatea curbei x = u(t), periodică cu 
perioada r*&o dO0t(Po0)-m=i Jo <y(e,:y) şi reciproc, dacă soluţia x(t) e periodică cu perioada о>, înseamnă cá 
pentru această soluţie, 6(« + о) = 6(«) + p «o, y(t + о>) = y(t), 


276 TEORIACALITATIVÀ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE ceea ce arată cá y(0) e periodică cu perioada рсо0. Avem 
t(p<*o) -tUp-l)coO0]-coO=TiIl-lid6=C"O(|y|])d0. De aici rezultă cá pentru H > 0 suficient de mic există B > 0 
astfel încît dacă \у | < Н să avem t(P<»o) — t((P —1)«o) — со0 | C 12 max у |. Dacă n = 2, din proprietăţile generale ale 
sistemelor în plan rezultă că singurul caz posibil este p = 1, deci co(a?) = J(co0) — J(0); rezultă | co(a?) — со0 | < J2max [y | 
şideci co(a?)econtinuá pentru x = x0. Fie acum п > 3, со(а?)=^(рсо0) — Avem О) (a?)—;pco0 = (2>со0) — —1)co0) — co0] 
+ — 1)со0) — J((17-2)cD0)— — co0] +... +... + p(co0) — «(0) — co0]. Eezultá |со(а?) — î)co0 | < p B max [y |, deci co(a?) 
— pco0 > — p 12 max Y |, co(a?) >^[со0 — 12таху |]. Pentru |y | suficient de mic, co0 -ie max y^ > 0. Deoarece am presupus 
cá perioadele co(a?) sînt mărginite, rezultă de aici M P< cdq — B max | y \ deci mulţimea întregilor p este mărginită. Fie 8P 
mulțimea punctelor x situate in hiperplanul II în vecinătatea lui x şiastfel încît perioada soluţiei care trece prin x să fie 
apropiată de pu>0 şi Не L cel mai mic multiplu comun al numerelor p. Pentru x£Sp vom lua &(a?) = — co (a?); P evident, & 
(х) continuă să fie perioadă pentru soluţia care trece prin x. Avem — 1с00| = — |со(а?) —pu>0 [< — e; P P pentru e > 0 
arbitrar, alegem pe e astfel ca — e « s şi apoi alegem vecile 


TEORIA OSCILATIILOR 277 nătatea Іш х0 suficient de mică pentru ca |со(#) — рой | <i.Ținînd seama cá со(о?0) = deci cá 
x0 £ S19 rezultă co(a?0) = ico0 = L<*(x0), deci [co(a?) — « s dacă x este într-o vecinătate suficient de mică a lui x0, ceea ce 
arată că <o e continuă în punctul xQ. Yom numi perioada co(x) perioada universala. în cele ce urmează vom lucra numai cu 


perioadele universale. Fie y (0,0c) soluţia sistemului (15) cu y(0,a) = a; dacă co0 e perioadă universală a lui (70, pentru [a | 
suficient de mic soluţiile 2/(0,a) sînt toate periodice cu perioada co0, deci y(co0,a) = a. Curbele închise din vecinătatea curbei 
CO se pot scrie notăm cu «7a curba corespunzătoare soluţiei 2/(0,a). Presupunind J(0) = O avem fO 40 J (0,0c) = V — 
J00[0,2/(0, a)] iar perioada universală coa este dată de coa = t(co0, a). Dacă scriem sistemul (15) sub forma ^= W(Q,y), (18) 
do sistemul (17) se scrie = + z ^(0,2/, s). (19) a v Soluţia generală 2/(0,a) a sistemului (18) este pentru |а | suficient de mic, 
periodică în O cu perioada co0. Pentru studiul soluţiilor periodice de perioadă o)q ale sistemului (19) putem folosi teorema 
3.9. în cazul cînd soluţia u(t) a sistemului (13) face parte dintr-o familie de soluţii periodice depinzind de fe + 1 parametri, 
presupunind din nou că perioadele sînt mărginite va rezulta existenţa unei perioade universale. Sistemul (18) va avea o familie 
de soluţii periodice de perioadă co0, depinzind de fc parametri şi pentru studiul solutiilorperiodice de perioadă coq ale 
sistemului (19) se poate folosi teorema 3.8. Aplicaţii. 1°. Presupunem n = 2 şi considerăm sistemul ^) =Х(х,у), M. = Y(x,y), dt 
dt Xj y fiind scalari. Fie x = <р (t), y = ^(t) o soluţie periodică a acestui si- 


278 TEORIA CALITATIVA A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE tem. Sistemul ortogonal normat legat de această curbă e format 
din vectorii fX[«p(t), 4>(«)] ^ B r[9(«)» *(«)] V Y[<p(%), «K*)] B JB>B Matricea A (0) a coeficienţilor sistemului în variaţii 
este De aici 4(0) B X RI dx dy ' \ R' Y dy ^ dx dy Produsul scalar dintre vectorul B X К> şi vectorul (0) R X v R> este egal cu 

(—P-—II-—II-*—xA, iar produsul sca!M ^ dy dx dy ) ( B2 V dx Iar dintre vectorul unitar B X B» si derivata lui 
este nul, deci Avem mai departe 1 (4а zYt ах ХТ dYZY-dlI zAdxdydxdy)dB*d02 46 2 Bz B2 Dar dY dx dy 
dx dy r, 


TEORIA OSCILATIILOR 279 deci 1616 1е2 1 dx ду dx dy ) Eezultá dX . dY 6(0) + -j -InB=(r2 ++ 1 T+ *">)= 40 -B2 У 
dy ) deci da? dy 40 Sistemul în variaţii normale se reduce la ecuaţia dt? dx dy 1 şi soluţia ei cu t?(0) = 1 este unde Сей + 
de fe £ Inys^ne i/y» , x* hfe, t?(0) = e"*0^d0 + © 1/X2 + Y2 Jo L dx dy J Conditiade stabilitate orbitală este dată de (со) 
« 0. Dacă h(g>) 4= In vecinătatea soluţiei periodice considerate apare o soluţie periodică a sistemului perturbat. 2?. 
Considerăm cazul cînd X(x) = Ax, A fiind o matrice constantă care аге două valori proprii pur imaginare. Yom presupune că 
matricea A este de ordinul al treilea şi cá are valorile proprii i, -£, a. Printr-o transformare liniară cu coeficienţi constanti, A 
se poate aduce la forma Yom presupune de la început cá are această formă. Sistemul (13) se va scrie, în acest caz, da?1 , da?2 
„ da?3 0 = ax1, = — a?3, = a?2 d* d* d* .şi admite matricea fundamentală de soluţii eat 0 0 0 cos t —1п t 0 sin t cos t 


280 TEORIA CALITATIVĂ A ECUATIILOR DIFERENȚIA LE Fie e, —(:)' * - (;) • Considerăm soluţia u (t, a) =s a (cos£ 
е2 + sin* e3). Avem X [u(t, a)] = u(t9 a) = a(—sint е2 + cos* e3), X [u(t, а)] |= |a |, X [u(t9 a)] =s — sin* е2 + cos* e3, cos 
ОХ = 0, cos 02 = — siatj cos 08 = cost, £2 = е2 + sinJ^ — sin*e2 + costez) = sin*^ + co&21e2 + sin* coste3, = e3 — cost(el 
— sin.te2 + coste3) = — cos*el + sin* co&te2 + sin2 te$. Fie Z(x, e) = Ax + eX(x, e). Vomavea ^ Vi e ) = J fl/flx — du [> 
(6)] CX I2(0)--ff (0)y] + eX [u(0) + S(Q)y, c]) dff(0) IXP(0)]2 + JT[1*(0)]d0O Dar sin 0 ВКО) = | cos2 0 sin 0 cos 0 —cos 0 sin 
0 cos 0 |, sin2 0 (cos(0) sin 0 - 2 sin 0 cos 0 cos2 0 - sin2 0 cos2 0 — sin2 0 2 sin 0 cos 0 X*O(0)] dff (6) 90 (cos0 sm v \ —2 
sin 0 cos 0 cos2 0 — sin2 0 = cos2 0 — sin2 0 2 sin 0 cos 0 /=(а511051п20+асоѕ0соѕ20,—аѕіп0соѕ20+асоѕ051120) = = (a cos 
0 a sin 0) = a (cos 0 sin 0), sin 0 


TEORIA OSCILATIILOR 281 deci numitorul în expresia lui 0(0, у, e) este a2 + a (y2 cos 0 + y3 sin 0). Numărătorul este de 
forma X' >(0)] (^(0) ++ e 1 (0) + fif(0)y, 0] + o(e)) = = IXP(0)]2 + X* P(O)IAS(0)y + eX* [*(0)] X-(0)*, SK O)y, 0]-o(e). 
Аует / a 0 0 \ X*[*(0)]J. = (О — as i n0 a cos 0) 0 0 — 1 = (0a cos 0 a sin 0), VOI 0 / ($110 —cos 0 \ cos2 0 sin 0 cos0 = 
sin 0 Gos 0 sin2 0 = (a cos 0 a sin 0), X* [>(0)]Atf(0)y=a(y2 cos 0 + y3 sin 0).Eezultă aa +a(ya cos0+y3 sinQ)*sX* 
[0)]X[^(0)—(0)y,O]-*o(s) ,y,e)» a2 + a (y2 cos 0 + yz sin 0) = 1 | eX*[*mX[u(9) + В(9)у, 0]|q( c) a2 + a (y2 cos 0 + y3 
sin 0) Mai departe Ү*(0, y, c) = [*(©)+ «(6) 2/, «]- €(0, y, «)C(6) * do deci 0(6, y,z) 0(6, e) d fl (6) C W Afl(6) y + c& 
(6)X[«(6) + fl(6) у, 0] + o («) -^W-de"*-0(6, y.) -Cwiff. Avem (a0 01 /sin 0 —cos 0\ /asin 0 —acos 0> 0 0—1 cos? 
0 sin 0 cos 0 = — sin 0 cos 0 — sin2 00 1 0/ sin 0 cos 0 sin2 0/ Vcos20 ѕ51п0соѕ0> (asin0 — a cos 0\ —sin 0 cos 0 — 5112 0 
cos2 0 sin 0 cos 0/ = (a sin2 0 — a sin 0 cos 0), 


282 TEORIACALITATIVÁ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE 11 (0) AS (6) = ( - cos 6 sin 6 cos 6 sin2 6) (a sin 0 — a cos 0> 
— sin 0 cos 0 — sin2 0 | = Vcos20 sin 0 cos = (— а sin 0 cos 0 a cos2 0), (соѕ0 sin 0\ - s i n 20 cos 20 = (0 1), cos 20 sin 20/ 
(cos0 sin 0\ - si n 20 cos 20 = (- 1 0). cos 20 sin 20/Eeznltăy,e) = + 0(0, yz) « sin 0(y2 si n0 - y3 c o s 0) + P(0) + fl(8)y, 

0] + о(е) 1 (c x-[«(e)]x[«(e) + о(е)у> 0] (o (e ) a2 + a (y2 cos 0 + y3sinO) y, $) _ ,e(0,y,«) «tcosO(-y2 5110 + УЗ cos0) + 
e^6)X[^(0) + /S(0)y, 0] + o(e) 1 ( c jr>(0)]X[>(0) + f1(0)y,O] <*2 + <x(y2 cos 0 + ух sin 0) De aici n 6,y'=+y»sinsin0- 
УЗ cos 0) + cU(0)X[«(6) + 0 (0, у, e) La2 + a (y2 COS 0+3 sin 0) J = yz + a sin O(y2 sin 0 - УЗ cos 0) + 50) Х[«(0) + 
8(Q)y, 0] <* + a(y2 cos 0 + ух sin 0) Y2(0 уе) - ' 5112 0 + y3(l - a sin 0 cos 0) + ©(0,у, e) *r.^fat,.-,,...)^iL«x2-*a 
(y2 cos 0 + УЗ sin 0) J 


TEORIA OSCILATIILOR 283 y, e) ©(0, y, t) = - у* + a cos 0 ( - y 2 sin 0 + y3 cos 6) + е^(0)Х[>(0) + (e2,,0] -. «^e(- y,r 


іпе+у>соѕ0 )јг[т(6) 1 Х[% (6) +а2 + а(у2 соѕ 6 + УЗ sin 6) + S(8)y, 0] + о(е) = - y2 (l1 + a sin 6 cos 6) + y3 a 
cos2 6 +e ^( 6) X>(0)+0(0)y, 0]+o(e).acos6(—y2sin6+y3cos6)x .^^a2 + oc(y2 cos 0 + y3 sin 6) Ауетг5 (6) asinO( 
у2 $110 -у3со$0 )х. 1 ^^-+ = Та2 +a (у2 cos 6 + y3 sin 0) J = X+ [>(0) + 0(O)y, 0] sin 0 + X2 O(0) + 0(0) y, 0] |cos2 
0 + a sin 0(у2 sin 0 — y3 cos 0). T—I;11 oc s mua2 +a (y2 cos 0 + y3 sin 0) + ХЗ (0) + + «(8)y, 0] sin 0 cos 0 — а 
sin 0 (y2 sin 0 — y3 cos 0) a cos 0] = + a2 +a (y2 cos 0 + y3 sin 0) = [>(0)  0(0) y, 0] sin 0 + X2 (0) + + 0(8)у О]асоз2 
8+^2 c o s 3 8+y3 c o s 2 8 sill 8+ау2 sin3 fl^s sin2 8CQs 8 а + y2 cos 0 + y3 sin 0 + ХЗ (8) + 0(8)у, 0]. a sin 6 cos 6 + y2 s 
in&cos2(-y3 sin2 6 cos 6 — aj/2 sin2 6 cos 6 + ауз sin 6 cos2 ба + y2 cos 6 + 1/3 sin 6 = [>(0) + 0(O)y, 0] sin 0 +X2 
[*(8) + a cos2 0+y2(cos3 0-flsin3 0)+y3 sin 0 cos 0(соѕ 0 —a sin 0) a + y2 cos 0 + y3 sin 0 + ХЗ O(0) + +0(8) у Оа sin ^cos 
"sin ® cos (B ^cos ® a sin + 1/351п ocos o (sin ® + a cos 0) а + y2 cos 6 + 1/3 sin 6 La fel + 0(0)у,О]г S(6) acos0(-y2s 
110 + уЗ соѕ 0 ) х, ^+^^ 0] = La2 + a(y2 cos 0 + y3 sin 0) 


284 TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE = + 0]cos 0+X2[u(Q)+S(Q)y,0] Јѕіп 0 cos 0 + sin2 
0—4a^se(-y»sinety3coSe)asinej- alu W+B W1 ft0 ] a2 +a(y2 cos 0 + yz sin 0) J acos 0(—y2 sin 0 + y3 
соѕ 0), A12,,2Q,.7acos 0 = [^0)-af(O)y, ,O] cos 0 + a2 +a {y2 cos 0 + ух sin 0) J + X2[>(0) + i a/t\ /xn a sin 6 cos 
6+1/2 sin 6 cos 6 (cos 6—a sin 6)*y» sin6 cos 6 (sin б+а cos 6) 0] — — ha + i/acos 0 + 1/3 sin 6 + Xz[u(Q) + o ] a sin2^sin 
"cos ^a cos ^ & ~~a cosS ^ oc + y2 cos 6 + y3 sin 6 Eezultá = y2 а sin2 0 + y3(1 - a sin 0 cos 0) + J x [>(0) + fl O)y, 0]sin 0 
+ dtf [ + X2P>(0) + , cy/nx A ,«cos2 0+y2(cos3 0+asin3 0)*y3 sin 0 cos 0(соѕ 0— asin 0) , +f(0)y,0] — — На + y2 cos 0 + 
y3 sin 0 + X3[>(0) + ci/a\ a sin 6 cos 6+y« sin 6 cos 6 (cos 6—a sin 6)+2/3 sin 6 cos 6 (sin б+а cos 0)1,. 9 a+z/2cos6 + 
y3sin6 J — y2 (1 + asin 0 cos 0) + уха cos2 0 + e J — Xx [>(0) + dt [ + S(*)V, 0]cos 0 + X2 O(0) + 1 a/a Va sin 6cos 6 + y2 
sin 6cos 6(cos 6—a sin 6)+y3 sin 6 cos 6(sin 6*a cos 6), + 0 UJ ha + y2 cos 6 + y3 sin 6 + ХЗ [«(0) + Та/а\ ша sin2 6 + 
y2 sin 6 cos 6 (sin 6 + a cos 6) + yz(sin8 6 — a cos3 6)) ., * + o(v)y, UJ ; — — > + О(е). а + y2 cos 0 + 1/3 sin 0 J Am 
obţinut astfel forma explicită a sistemului (19). Sistemul (18) este In acest caz t^y*- = y2a sin2 0 + y3 (| — a sin 0 cos 0), 40 = 
— у2( 1 +a sin 0 cos 0) + y3 а cos2 0. 40 


TEORIA OSCILATIILOR 285 Pentru a obtine o matrice fundamentalá de solutii a acestui sistem sá observám cá el coincide 
cu sistemul în variaţii normale, deci soluţiile lui vor fi componentele normale ale soluţiilor sistemului în variaţii, care d«2/ in 
acest caz este = Ax. Descompunem deci soluţiile acestui sistem dt după vectorii (X, £2, £3)- Avem e*«ei-p ( X*pl t2 + p* cos 
0 e2 + sin 6 ez=p\X+pl 12+р\ — sin 0 62 + COS Оех=р\Х +р\ 72+р\ Din ultima relaţie obţinem — sin 0 = — pl sin 0 + pl 
cos2 0 + р\ sin 0 cos 0, cos 0 = pl cos 0 + pl sin 0 cos 0 + р\ 5102 0, 0 = pl sin 0 — pl cos 0. Eezultá pi sin 0 cos2 0 sin 0 cos 0 
cos 0 sin 0 cos 0 $112 0 0 sin 0 — cos 0 = 1, i*t = 0, pl = 0. sin 0 cos2 0 sin 0 cos 0 cos 0 sin 0 cos 0 sin2 0 0 sin 0 — cos 0 
Celelalte relaţii dau ea6 = pl sin 0 — pl cos 0, 0 = — p sin 0 + pl cos2 0 + pl sin 0 cos 00 =р\ cos 0+ pl sin 0 cos 0 + pl 
sin2 0 cos 0 = — pl sin 0 + pl cos2 0 + pl sin 0 cos 0, sin 0 = pl cos 0 +pl sin 0 cos 0 +pl sin2 0. 0 = pl sin 0 — pl cos 0, 
Aceste două sisteme au acelaşi determinant (acelaşi cu determinantul sistemului precedent); coloanele acestui determinant sînt 
componentele vectorilor X, £3 în baza e19 е2, e3 şi cum aceşti vectori formează un sistem ortogonal si normat, determinantul 
este egal cu 1. Eezultá pl = ea6 sin 0, pl = — ea6 cos 0, pl = cos 0, pl = sin 0, deci sistemul (18) admite matricea fundamentală 
de soluţii ОЮ) (cos & — ee sin0 M sin 0 ea6 cos 0j 


286 TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE şi deci familia de soluţii periodice de perioadă 271, y2 = р 
cos 6, yz = p sin 6. Sistemul adjunct are ca matrice fundamentală pe cos 0 sin 0 С -1 (е) = (cos şi soluţia periodică de 
aceeaşi formă. Yom aplica teorema 3.8 la sistemul (19). Avem de calculat pe P(y). Avem ($110 — cos 0 1/ pcos 0 cos2 0 sin 0 
cos 0 sin 0 cos 0 $112 0/ Урѕ110^(0) + $(0)y-(a*P)(cos0O^- T|Vsin0/y2 cos 0 + УЗ sin 0 =p, y2 sin 0 cos 0 
(cos 0 — a sin 0) + ух sin 0 cos 0 (sin 0 + a cos 0) == = P sin 0 cos2 0 (cos 0 — a sin 0) + p sin2 0 cos O(sin 0 + a cos 0) == 
P sin 0 cos 0(соѕ2 0—a sin 0 cos 0-+sin2 0+ a sin 0 cos 0)=Р sin 0 cos Or y2 sin 0 cos 0 (sin 0 + a cos 0) + y3(sin3 0 — a cos3 
0) = = P sin 0 cos2 O(sin 0 + a cos 0) + p sin O(sin3 0 — a cos3 0) = = P(sin2 0 cos2 0 + a sin 0 cos3 0 + sind 0 — a sin 0 
cos3 0) = p sin2 0, y2(cos3 0 + a sin3 0) + ух sin 0 cos 0(соѕ 0 — a sin 0) = = P cos 0(соѕ3 0 + a sin3 0) + p sin2 0 cos 0 (cos 
0 — a sin 0) = = p(cos4 0 + a cos 0 sin3 0 + sin2 0 cos2 0 — а sin3 0 cos 0) = p cos2 0, y2 sin 0 cos 0(соѕ 0 — a sin 0) + y3 
sin 0 cos 0 (sin 0 + a cos 0) = =P sin 0 cos2 O(cos 0 — a sin 0) + p sin2 0 cos 0 (sin 0 + a cos 0) = —P sin 0 cos 0(соѕ2 0—a 
sin 0 cos O-sin2 О-а sin 0 cos 0) = p sin 0 cos 0. Eezultá cá în sistemul (19) termenii în e, scrişi pentru soluţia generatoare y2 
= p cos 0, yz = p sin 0, devin ХІ (0, y cos 0, y sin 0, 0) sin 0 +Х2 (0, y cos 0, y sin 0, 0) соѕ2 0 + +X3 (0, y cos 0, y sin 0, 0) 
sin 0 cos 0 — X^O, y cos 0, y sin 0, 0) cos 0 + + X2(0, Y cos 0, Y sin 0, 0)sin 0 cos 0 +X3 (0 , Y COS 0, y sin 0, 0)sin2 0. 


TEORIA OSCILATIILOR 287 Eezultá Рп P(y) e= V ((Xx sin 6 + X2 cos2 6 + X3 sin 6 cos 6) cos + ( - X x cos 6 + Јо + X2 
sin 6 cos 0 + X 3 sin2 6) sin 6) 46 = = V (X2[0, Y cos 6, Y sin 6,0] cos 0 + X 3 [0, Y COS 6, Y sin 0, 0] sin 6} 40. Cu 
aceasta, teorema 3.8 permite rezolvarea completá a problemei. Aplicatia consideratá putea fi tratatá mai simplu *), dar am 
ținut să dăm un exemplu de calcul efectiv pe baza metodei prezentată teoretic. $ 9. SOLUŢII PERIODICE DE SPETA A DOUA 
în studiul unor sisteme electromecanice, de exemplu al motoarelor sincrone, al generatorului de curent alternativ, care lucrează 
în reţeaua comună în paralel cu alte maşini etc. după unele ipoteze simplificatoare se ajunge la aceeaşi problemă matematică, 


care apare în studiul pendulului cu frecare liniară, aflat sub acţiunea unui moment constant. Ecuația de mişcare are forma I b b 
h mg <*> sm & = Jfo dt2 dt şi intră în tipul general "dacă notăm = z j dt dt unde funcţiile O siF sînt periodice în raport cu & cu 
perioada 2w. în studiul acestor sisteme un rol însemnat îl joacă soluţiile de forma z (t) = «p (t), & (t) = <*t + (t), unde «p, ty 
sînt periodice cu perioada T = NL co într-adevăr, să observăm că z(t+T)= z(t), &(t +T) + + T) = b(t) + 2Nn. Datorită 
caracterului unghiular al variabilei starea sistemului nu se schimbă atunci cînd 0-se înlocuieşte cu & + deci putem considera *) 
O tratare a unor sisteme generale conținînd pe cel de mai sus drept caz particular există într-o lucrare a lui E. A. Coddington şi 
N. Levinson. 


28 8 TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE că z(t + Т), + T) corespund aceleiaşi stări a sistemului ca si 
z(t), $10). Aceasta justifică faptul că soluţiile de forma considerată sînt asimilate cu soluţiile periodice ale sistemului şi se 
numesc soluţii periodice de speța a doua. Semnificaţia geometrică a acestor fapte este următoarea: Punind în corespondență 
biunivocă stările sistemului cu punctele unui spaţiu al fazelor, se vede că pentru sistemele considerate, din cauza periodicitátii 
în raport cu spatiulfazelor corespunzător este un cilindru. Soluţiile periodice de speta a doua corespund unor curbe închise 
situate pe acest cilindru, care înconjoară cilindrul; curbele sînt închise deoarece <rind t variază cu T, punctul (t), z(t)) se 
întoarce în acelaşi punct de pe cilindru şi înconjoară cilindrul deoarece cînd t variază cu T, & variază cu un multiplu de 2tc. în 
cele ce urmează vom considera sisteme de formă generală, care conţin drept cazuri particulare pe cele de mai sus şi vom pune 
în evidenţă o teoremă de stabilitate a soluţiilor periodice de speța a doua, analogă cu teorema lui Andronov- Witt, precum şi о 
teorie a sistemelor cu parametru mic. Considerăm un sistem autonom de forma x = f ( x ) unde/(a? + 2np) = f( x ) , p fiind un 
vector cu unele componente egale cu 1 şi cu celelalte componente nule. Aceasta înseamnă că / este periodică de perioadă 2n în 
raport cu o parte a componentelor vectorului x. Presupunem că sistemul admite o soluţie periodică de speta a doua u(t) = «*tp 
+ unde <J) este periodică de perioadă Т = . aceasta înseamnă cá co u(t + T) = + + +T) = «(*) + 2*arp, deci acele componente 
ale Іш u în raport cu care / este periodică variază cu un multiplu de 27t, iar celelalte rămîn neschimbate. Bezultá de aici cá 
f[u(t)] este periodică in t cu perioadă T: f[u(t +T)] = 000 + 2TTNp] =flu(0)]. Cu ajutorul formulelor lui M. Urabe formăm 
sistemul ortogonal normat legat de curba u(t); fie - * tn vectorii acestui sistem, unde am notat L = /[*(*)]  M[Mt)]N Tinind 
seama de modul în care a fost efectuată construcţia, toti vectorii Ek rezultă periodici de perioadă T. 


TEORIA OSCILATIILOR 28 9 Ca şi în studiul soluţiilor periodice ale sistemelor autonome facem schimbarea de variabile x 
= u(8) + $(0)2/ şi obţinem un sistem de forma 4?- = 9(6,,) , dt dtunder.—(? .,/b(0) + 5 (0) y - £^,^r) e. Din aceste 
formule se vede cá Y şi 0 sînt periodice în 0 cu perioadă T, deci sistemul în variaţii normale este un sistem liniar cu 
coeficienţi periodici de perioadă T. Sistemul în variaţii corespunzător soluţiei u{t) are matricea A(t) = = f x [u(t)] şi deoarece 
fx are aceleaşi proprietăţi de periodicitate parţială ca şi /, rezultă că şi A(t) este periodică în t cu perioadă T. Sistemul în 
variaţii dt admite soluţia du , dd; у = — =(х>р H — dt dt periodică in t cu perioadă T, deci admite în orice caz un 
multiplicator egal *си 1. Repetind calculele efectuate în cazul cînd u(t) era periodică, deducem că ceilalți multiplicatori ai 
sistemului în variaţii coincid cu multiplicatorii sistemului în variaţii normale. Deducem astfel TEOREMA 3.14'. Dacă n—1 
multiplicatori ai sistemului în variaţii corespunzător soluţiei periodice de speța a doua u(t) se află în interiorul cercului 
unitate, această soluţie este orbital stabilă; aceasta înseamnă că dacă x(tQ) este suficient de aproape de curba x = u(t), atunci 
există c astfel încît lim [x(t) — u(t + c)] = 0. t-+ao Această teoremă a fost stabilită de O. Vejvoda. Să considerăm acum un 
sistem de parametru mic de forma dx — = /(*> S)» f ( X + 2WPI S) = /(»» S)» dt şi să presupunem cá pentru s = 0 sistemul 
admite o soluţie periodică 


290 TEORIACALITATIVÀ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE de speța a doua u (t). Considerînd din nou sistemul de vectori 
£2 ,..., legat de această soluţie şi efectuînd schimbarea de variabile se obţine un sistem de forma at at Ca în cazul cînd u este 
periodică se trece la sistemul dO 0(0, у, s) şi cu metodele obişnuite se vede că dacă sistemul în variaţii corespunzător 
solutieiu (t) are n—1 multiplicatori diferitide 1, există o solutiey (0, s) periodică în 0 cu perioadă T cu lim y(0, s) = 0. е->0 
Acestei soluţii îi corespunde o soluţie a sistemului initial, de forma X(t, 8) = tt[0(t$)] - 8[0(t, 8] y [0(t, 8), 8].Din 4^ 
= 0(0,y,s)-1--O([8|- W^ ) dt rezultă cT (M rT t(T)-t(0) =\ (1 + O(f8| + |y) dO = T-8T(8)) Јо 90 Jo căci y(0, s) = O(s). Deducem 
de aici cá dacă t variază cu T + eT(s), 0 variază cuTsidecix[t* T*sT(s),8]-^[0(t,8 * T] -8[0(t, S - T] y[ 
О(Е, $) +Т, $ | ==и[0 (t, s)] + 2teNp 8 [0 (t, s)] у [0 (t, s), s] =x [0 (t, s)] -2tv Np. Din faptul cá soluţia x(te) 
obţinută verifică relaţia x(t + T * ($), s) = x(t, s) + 2-rzNp rezultă cá T (s) cu «= <!>(<, s). Pentru aceasta este suficient să 
verificám că diferenţa x (t, s) — pt este periodică, cu perioadă T*(s). T * (s) 


TEORIA OSCILATIILOR 291 Avem x(t+r,s)- Y^Plt-«) +-^5тР*-=а\2 1#М * = о0( S) p T- p*si proprietatea e 
demonstrată. Am obţinut astfel TEOREMA 3.15'. Dacă pentru s = 0 sistemul x = f ( x $) admite o soluţie periodică de speța a 
doua u(t) astfel încît sistemul în variaţii corespunzător are un singur multiplicator egal cu 1, atunci pentru | $ | suficient de mic 
sistemul admite o solutie periodicá de speta a doua unicá x (t, s), cu proprietatea lim x(t, s) — u(t). e - * 0 Dacá in plus nici 
unul din multiplicatori, cu excepţia celui egal cu 1, nu este rădăcină a unităţii, sistemul nu admite în vecinătatea curbei x = u(t) 
alte soluţii care să fie curbe închise în spaţiul fazelor, afară de x (t, s). Dacă multiplicatorii diferiţi de 1 se alfá în interiorul 


cercului unitate, soluţia periodică de speța a doua x(t, s) orbital stabilă. în acelaşi fel se studiază mai departe şi cazurile cînd 
sistemul în variaţii are mai multi multiplicatori egali cu 1, de exemplu cazurile cînd există o familie de solutiiperiodice de 
speta a doua. Totul revine la studiul soluţiilor periodice ale sistemului 40 care se efectuează cu metodele obişnuite. 8 10. О 
METODĂ DE APROXIMATII SUCCESIVE 9. în cele ce urmează vom prezenta o metodă de studiu a unor cazuri dificile din 
teoria sistemelor neliniare cu parametru mic, elaborată de L. Cesari şi reprezentînd sinteza unui întreg ciclu de lucrări ale lui 
L. Cesari şi ale elevilor şi colaboratorilor săi. Se consideră un sistem de ecuaţii diferenţiale de forma ^ = + s) (20) at şi se 
presupun îndeplinite condiţiile: a) Există numerele co > 0, S> 0, е0 > 0 şiîntregii 0 < v < w, a, cu b. > 0,j = 1,... v, astfel încît 
cele n valori proprii p, (s) ale matricii A sînt funcţii continue de s pentru 0 < $ < 50 şi verifică relaţiile P .(0) =1^-со, (] =1 
sx a MUTA 


292 TEORIACALITATIVÁ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA ГЕ > 8 > 0 pentruj =У+1,..., и т=0, + 1, +2,... (% МСО 
МО) - — b0 fiind un multiplu comun al numerelor ,..., 6V. în plus, se va presupune cá A (e) este o matrice diagonală. (К). 
Există R > 0 şi o funcție ^(J) > 0 integrabilă în orice interval finit, astfel ca | yx | JS, — oo < t < oo să implice «If(yt, e) К 
<M*)fj=1,...,nşi pentru £> 0 există \ > 0 astfel încît | у} |, | у"х | < 72, 0 <е <5"<е0, IM-MiI«Ie' -«"I«lsá 
implice I QsWftfs " ) |< W ) în plus, q(t9 y, s) este periodică în J de perioadă . co (L). Га, (у, <- (y", L «|< «(<t I y; - t£ 
I» (17 1, 2,..., »). 121 Rezultatele obţinute se vor aplica la sistemele de forma^L* 2*-h«), ( = 1,..., <x) d2dia1^(21) = 


( j 7 fx + 1,..., n). Presupunem oc* < 02, j = 1, 2,..., (x; punem y, = fa* — a* şi p^(e) =» = — + p/(£) = — — n*Ordonám 
primele (х ecuaţii astfel ca pentru un со>0 să avem <x,(0) =0,а,(0)=-$-со,а,>0, &,>0,]=1,2,..., XhSi/"x/ 
iwfcco //vx,imco,,^-,,9n(?)-t— T-»912(0)^— —,J- X-«l,..., (x, m-0,€1,-c2,...&o бо Ultimele n 


— ti ecuaţii vor fi ordonate astfel încît (3, (0) = 0 pentru j = pi*1,..., r ṣi p,(0) = 0 pentruj =r + 1, ..., w, tj5«r« n. Sá 
presupunem cá funcţiile /, verifică condiţiile (К) şi (L) in raport cu variabilele [u, >. V dt ) 


TEORIA OSCILATIILOR 293 Introducem noile variabile ух,..., УМ, N = n + у. риа . d% / • i x »21-1 = — 912 ^+-77,0= 
| fe at = Pil 99 — — > ( j = 1,. . M^) dt Eezultá % = -ТТ- (у*-1 + ~ = 17— (p<I P* )> (j =. • e 2fy, dt du d2u, du,*dtdt 
dt2 dt dt du»—^ — ^ «, + e?2,-1 (y, S) = p.i Va—i + (р,2 РЛ — «*?) % + deci di/ = Pn ysy-i + eftj-ito, e)dt Mai departe, _ 40 
d2w, dw, d«, — P i 1— Z T — Р)1 * Jai —7T +% ~ Ji d< dt dt2 dt dt dM' = - P12-77 + ^+ e«21 = P12(»21 - Pil + 96 + е«21 = 
dt = P12 + = - P, Sfnti + eg^H. dt Sistemul (21) apare astfel transformat într-un sistem de forma (20). Primelor v ecuaţii din 
sistemul (20) le corespund primele2X şi ultimele n—r ecuatiiale sistemului transformat. Numerele p, (0), j = 1,..., v, sînt aici 
tr1, — fT!,..., m, — fxx, 0,...,0, unde 0 este repetat de ori, а* iar t, = — co. h Să observăm că pentru e = 0, sistemul (20) 
admite familia de soluții depinzind de v parametri y j = Ci<?im\j = 1,... v, y, = 0, у + n. Dar Of 


294 TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE 2tc b este o funcție periodică de t cu perioada - , deci soluţiile 
considerate co sînt funcţii periodice de t cu perioada , bO fiind, ca mai sus, cel mai co mic multiplu comun al numerelor 6,, j = 
1,..., v. Sîntem astfel în condiţiile din teorema 3.8. Condiţiile de existenţă 2izb a unei solutiiperiodice de perioadă — se pot 
obtine cu ajutorul acestei co teoreme generale. Aceastá problemá o vom studia insá independent de teorema 3.8, cu ajutorul 
metodei lui L. Cesari, metodă care este susceptibilá de aplicaţii şi în alte cazuri. De asemenea, această metodă furnizează şi un 
procedeu de calcul aproximativ, prin aproximatii succesive, al soluţiei periodice. Yom începe cu unele noţiuni pregătitoare. 

Se consideră familia C a funcţiilor f(t), — oo < t < oo, care sint sume finite de funcții de forma eat 9 (t), a fiind un număr 
complex, iar cp o functiecu valori complexe, pe2n riodică în t cu perioadă T = — integrabilă în [0, T]. Evident, (7to este co o 
clasă aditivă. Dacă cp are seria Fourier Yi cm*imel> m= —oo atunci seria t^ ,««,,-««£ £ Omeumto+o)' m= —oo se numeşte 
seria asociată funcţiei /. Valoarea medie 3îl [/] se defineşte prin [f-^ = cm dacă imco + a = 0 şi SffL [/] = 0 dacă nu există m cu 
im co+ o = 0. Pentru orice / Є, [/] este definită şi reprezintă o funcţională liniară pe «7W. Pentru funcţii vectoriale, 9H [/] este 
vectorul cu componentele SIC [/>]. Dacă o primitivă Е a lui f apartine Іш (7W dacă şi numai dacă $11 [/] = 0 ; dacă ЗК, [ / |= 
0, există o primitivă F unică aparţinând lui <7oşi astfel ca £il [P] = 0. Această primitivă va fi notată j f(t)át. Dacă / = e(a+<P), 
<р şi Sfd [/] = 0, cp ~ cm eimc, atunci [f(t)dt = е(а+1Р)'0, <р = V, — eimtot. j ^a + ip + im со Pentru orice constantă 7 > T, 
există N(G, Т, V) astfel ca F(t)VN^WV?(u)Nu, 0<t<7. 


TEORIA OSCILATIILOR 295 Pentru a ^ О (mod coi), 1 г1+Т 1 СТ iar pentru a = 0 (mod coi), F(t) = — V uf (u) du. T )t 
Dacă а + im со^О pentru m = 0, + 1,..., şi 0 < S< min |a + +im co |, 0 < S < co,fie a astfel ca | a—a' |< — , / = e°<<p, /' = e07 
<p, 7 > T.2 Atunci primitivele unice JF, J7' cu valoare medie nulă verifică relaţia | F(t)- . F'(«)|«|]a-a'|2Pp9(tf)| 
du, 0 «t« 7 . într-adevăr, avem 1 1*+Т 1 #+Т m-eaT  1*e-«p(u)d deci f f aom Ao't* 1 1 r<+2, = — \ (eTMe?'r — e^" eor 
— етм + e?'u) «p (и) du = 1 C*+T = (eqr—1)(eqr—1) ^3 + e-<p(u) de unde rezultă imediat evaluarea scrisă mai sus. LEMÁ. 
Dacă A este o matrice constantă cu valorile proprii p19.. .„pn, O— si fe un vector periodic cu perioadă T = — şi dacă există 
8 > 0 astfel со са | p, + imco |> 8 > Opentruoricem=0,+1,+2,...,atuticisistemul are o soluţie periodică unică, de 
perioadă T şi această soluţie verifică evaluarea k=l Jo Demonstraţie. Se poate presupune cá A este triunghiulară, căci există 
totdeauna o transformare liniară care o aduce la această formă. Ultima ecuaţie a sistemului are atunci forma Vn = PnVn + fn («) 


296 TEORIACALITATIVÁ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE si admite soluţia periodică unică уп W = <; avem If. WI-Jf]rtr 
/.(1)|di. Jo Penultima ecuaţie are forma 1С-1 = Pn-1 y«-1 + a^-UnVn W + fn-1 (*) şi admite soluţia periodică unică dată de 
formula yn-i (t) - ep^tj 1,4(u) +/,, * (u)] du. Procedeul se repetă şi lema rezultă demonstrată. Fiind date numerele e9, j = 
l,..., v, se consideră mulţimea £2 a funcțiilor vectoriale continue, periodice de perioada T = 27С^ ale co căror prime v 
componente au forma 9, (t) = e'V [c, + (*)], OL [91 ] = 0. Se consideră transformarea definită de relațiile «M«) = + ce'Vtje^* 
t&[?(«), («)» d", (=1,...,у) () = s©V J e~~p>M [9 e] =У-Т1,..., п), unde numerele di sînt definite de relaţiile 1 [O""V 
а, (9 (ж), m, е)], = 1,..., у) Observăm că e- *" [<p(w), e], j =v + 1,..., n, sînt de clasă Сю’, си | — p, + im? |> 8» 0, 
co' = şi deci au valoare medie nulă. 60 h Se vede imediat că funcțiile fy sînt continue, periodice de perioadă T. Tinind seama 
de relatiilecare definesc pe di side faptul cá SIC[ e~~*T>1 9, ] == cf, j = 1... ‚У, se vede cá [е-<Т"" fq, [9 («), «, e ] - di9j 
(9)]-0 


TEORIA OSCILATIILOR 297 si se deduce imediat cá «t[to We-'V]^*,,-— v). Eezultá cá transformarea considerată 
aplică pe О în ea însăşi. Introducem in £1 norma | 9|| = max |97(*)| si £2 devine un spaţiu metric complet. Fie *(«) = (^©"У,..., 
cv e = «v 0....,0) si £20 sfera |9 — $|<>. Fie E numărul care intervine in ipotezele făcute asupra funcţiilor q,, ty funcția care 
intervine tot acolo, К > 0 astfel încît £ <I> («)dt < ZI. Dacă max | cf |< 12 < B și r = B — r2, pentru 9 g Q0, avem M< M + r«r 
+r% =B şi din 1 CT c, dt, = — Ve[9(u),u,e]durezultá evaluarea | T .'o dacă < | ct rezultă ri deci i <l», (<) - % (Qi 
<tr (11,[<р, («),u,«]1* 14(k)1) а«<.0 <Љ№ JJCT- TK Bj pentruj-1,..v.Pentruj- v4 1,..., navem 1«1»,(<) 
— «(01 = 1 (9 IX SHN^|q,[«p (49, c] |d«« c НМКТ, . 0 unde Н = eyT , y = max | Ut pJ , j = v+1,..., w. Eezultá cs dacă e 
e suficient de mic, avem | <]/; — z, | < г, deci transformarea considerată aplică sfera Q.0 în ea însăşi. 


298 TEORIACALITATIVÀ A ECUATIILOR DIFERENTIA LE Arátám cá pentru e suficient de mic, transformarea este o 
contracție. Avem I d) - d) I< — Í — £ #4 (и) 191 («) ^9f («) I d^ < * * II9* - 921, eT «fiJo fi Jo + | di («) - «Pi (« 1+133 - 
«3 ПИ («00 Att < < fw («)5] |9 ; («) - 9f («) |+ | dj |Epyl!(«)- <р («|+ Jo 1=1 + B — |lepl- 92|} а < eJV (^TwHepl - 
«p21||i ,p2| - -nK BTI?1-«P2]] xc NMW--«P2|pentruj-1,..v, s») — «^k s JTJrwffTII?1 - <P2IL, (= v + 
1,... *). Se vede de aici că dacă e e suficient de mic, transformarea este o contracție. Ea admite un punct fix in £20. Fie yt (t) 
acest punct fix. Avem yf (t) = c, e<Ty + s eiT>* (je-'V {g, [у (u), u е] - d, у, (9) du (]=1,..у) у, (© =зер'($)' J 
e~~"le>'qf [y (u), uz] dw, (j =У+Т.... ‚ n. = iz c ^V + *G, se<T'( {q, (u), u, e] - d, y,- («)>du + Вехи dt+ «е ^1 (3, [у( 
<), «]-у, («)}==*¥* Vi + Hi [V V), he] - d, у, (9, (J = 1,..., У) =ер, (e)ep'«e)'^e—p'(t)"qf[y,(«),«,«]d 
«+.e'^'e^"g [y«),f,«]==P/ (е) Vi + (0), t, e], (J =v + 1,..., n). Deducem de aici că funcțiile yf verifică sistemul (20) 
dacă sînt îndeplinite condițiile suplimentare -p,(c),(j71,2,...,v).00, 


TEORIA OSCILATIILOR 299 Soluția y(t) a sistemului (20) şi ecuaţiile (*) pot fi obținute prin următorul procedeu de 
aproximatii succesive yi0) («) = *«, yT (t) = * (<) + ee'V fq, [y (uu e] - y ^(«)) duyT (t) = 4. &<-«(«),u, e] du, ( =v + 
1,...,n),et=w[e-<ve)],(=i,..v). Relațiile (*) pot fi puse sub о formă mai efectivă, într-adevăr, avem îfCi yf = z, + О 
(s), P/ (e) =—o> + ea,- + o (e) h Relațiile (*) devin ser; + sdf + o (e) = 0 sau Gj + d,+ O (е) = 0. Pe de altă parte, 4 = eTiT,u 
<2,• [y (u), u, e] du = - M*e IT"tf[«(«),«,0]d« + O(s), c,- T Jo Cj T jo deci relațiile de condiție devin <7,. + - i - ( T eT^fq, 
[z (u), u, 0]dw + O (e) = 0. c, T Jo Pie 1 fr * B(cl ,..,ev ) = <T, + — V e («), m, 0] d« C/TJo Dacă P, (с°,..<%) -0s191 p» 
^o pentru cf= , atunci, 9 (Cj ,. . . , cv) ре baza teoremei funcțiilor implicite, există ci (e) care verifică 27C fc relațiile (*), 
deci există o soluție periodică de perioadă T = co a sistemului (20). în definitiv, am obținut următoarea teoremă : 


300 TEORIACALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE TEOREMA 3.16. Se consideră sistemul (20) şi se presupun 
verificate condițiile (a), (K), (L). Dacă / \ %a* . i / e 9i (е) = -T2- + eai + 0 (£)> J = 1»- • °> v, r, = -1dacá c?,..., Cv verifică 
condițiile p, «,.**, <) =o, unde = e-ix*u [z (u), u,0]du, О] 1 Jo zi(u) = е1е1х'%, ј =1,...,у, (10) = 0,ј=у+1,...,», 
atunci sistemul (20) admite o soluție periodică yi (t, e) de perioadă T cur proprietatea y$(t, t) = z(t) + O(e). Din această 
teoremă se pot obține diverse condiții pentru sistemele de forma (21). § 11. PERTURBATII PERIODICE ALE SISTEMELOR 
AUTONOME Să considerăm un sistem de forma ^ - = X0(x) + eX1(t,x, c), (22) at unde Xx este periodică în raport cu t de 
perioadă T şi să presupunem că. sistemul generator admite o soluție periodică x — de perioadă co, cu proprietatea că sistemul 
corespunzător în variaţii admite (n—1) multiplicatori situaţi în interiorul cercului unitate. Făcînd schimbarea de variabile 
legată de sistemul ortogonal normat (X0,t21 ***>5п)> se obţine un sistem de forma 4 ^=®о(0,у) + $©1 (I, e, y, e), at 
^Е=УО(О,у) + sY1(tQ.y,z), (23) at unde Ooşi , У0> ^i si nt periodice în 0 cu perioadă co, таг OX şi sînt periodice şi în < cu 
perioadă T. 


TEORIA OSCILATIILOR 301 Fie a(s) o funcţie periodică de s cu perioadă co, admitind derivate continue pînă la ordinul al 
doilea. Considerăm soluţia sistemului (23) care verifică condiţiile 6 (0) = s,y(0) = a (s). Notám această soluţie cu 6 (J; s, a 
(s), е), y(t' s, a (s), е). TEOREMA 3.17. Există pentru | $ | suficient de mic o funcție AE (s) unică “astfel încît familia de 
soluţii 0 (t,s, ae (s), e), y (3, ae (s), e) a sistemului (23) să formeze o varietate y = О (t, 0, e), unde О este periodică int cu 
perioadă T şi periodică în 0 cu perioadă co. Sistemul (22) admite o Jamilie de soluţii x = x (t; s, s) care formează o varietate x 


—H(t, 0, e), unde H e periodică in t cu perioadă T si în 0 cu perioadă co. Pentru e = 0 această varietate se reduce la curba u(t). 
Demonstraţie. Fie / X Ck tutm/ v \ d a 90 90 da a(s) = Q (NT, s, a(s),e); = + - — * as os оуд as Scriem 8 (В *, Vo, «) = 6 (1, *, 
0, 0,) (1, $, 0, 0) y0 + ^ ( t , 5,0,0) so (|.НУ0\) dy0 de y(t,s,yo,*) =y(t,8,0,0) + -^-(t, s,0,0) y0  -SL (&$,0,0)+ dy0 de + 
о(\е\+\у0\) şi înlocuind în sistemul (23) avem е (1, $, о, о) + АМ+11! MM,rI(|tl+|(<||,ătdt d yO dtf de =e0 
[9(1,«,0,0),y(v,0,«) ]- ^[8(M,0,0),! „(M,0,0)] + 90 dy0 , 9eo[0(M» 0>0)> y(«»^0»0)] dy(t,s,0,0) i ~ ~ Vo ~r dy dy0 Н — e -+ае 
ds , 4OQ[Q(M, 0,0)>y(M>0>0)] dy (t, 80,0) j — _ e dy de + e©t [t, 6(1, 8, 0, 0), y (t, »,0,0),0] + o («|+ |yO D, 


302 TEORIACALITATIVÁ A ECUATIILOR DIFERENȚIA LE a ( 12,070) -Aa»«,,0,0,d»€«.*»,»7.- didi 
dy0 dt ds + o (| e | y0 |) = YO [6 (1, «, 0,0), y (t, <, 0, 0)] + ay0 [6(1,«, 0,0), y(M>0,Q)] z56(1,«,0,0) + 96 dy0 y? +, dYO [6(1, 
«,0,0), у (1, «,0,0)] 9y(1,«,0,0) ,, "I~ а "o ' dy dy0 aro [e(1,«,0,0),y(1,«,0,0)] 96(1,«, 0,0) ae ds , ar0[e(«,«,0,0),y(«,«,0,0)] 
ay(«,«,0,0) e -tdy ds + o (|. |+ | YO |) + «Т, [t 8 («,«,0, 0), у (6х, 0, 0)]. Eezultá 4- e (1,«,0, 0) = Oo[6 (1, «,0,0), y (1,«, 0 ,0)], 
6(0,«, 0, 0)=« di -|-y(1,«,0,0) = r0 [6(«,»,0,0), y(1,«,0,0)], y (0,«,0,0)=0. di Dar YO (6, 0) = 0, 00 (6, 0) = 1, deci y («,«,0, 0) = 
0,6 (1, «, 0,0) =1 + «. Mai departe, d 96 (1, «0,0) _ deo (i + s, 0) 96(1,«,0,0) t di dyO 50 dy0 ае0 (i  «,0) ay (1, $, о, о) ? dy 
dy0 d dy (1,«, 0, 0) = dYO (1 + «,0) d6(1,«,0,0) di 9y0 96 dyO аү, (1 + «,0) gy (1,«, О, 0) ; ду dy0 96 (О, «,0,0) = О dy (O, 
«,0,0) = ^ dy0 ' 9y0 


TEORIA OSCILATIILOR 303 Din YO (6, 0) = 0, rezultă 9 T? +5 '0 ) = 0 şi din 00(6,0) = 1 rezultă 30 . dQ0(t + 5,0) па. ^. 


... de asemenea ! = 0. Sistemul se scrie deci 96 d 96 (t, $,0,0)  d&O(t + 8,0) dy (it, 8,0,0) dt ~dy0 dy dy0 d 
dy(58,0,0)^9ro(*- 0,0) dy (6 $, 0,0) ăt dy0 dy dy0 Rezultă cá ^^ este o matrice fundamentală a sistemului in dyO dz 
variatiinormale — = B (t + s)z; dacă О (0) este matricea fundamentală dt a sistemului în variaţii normale, avem deci dy(t,8,0,0 


\=О {t+ 8)Q-14s) dy0 91 96 t*»'»0'0* = f dQo« + *><»G (t + s)G-> (8) At. dyO dy Din aceste formule rezultă 56 (NT, s, 
0,0) ds = 1, 96 (NT, s, 0,0) dy0 < M , deci dacă |а («) | +1 s Те suficient de mic, *><*(*)> s) va g oricît de ds 96 (NT, s, a(s), 
е) aproape de 1, iar da dacă [a(s) | +. da ds dy0 va fi mărginită. Rezultă de aici cá + |е| e suficient de mic, -—va fi oricît de 
aproape d« de 1, deci =f=0. De aici rezultă cá există s = E (a, e) definită ds pentru 0 < a < «o şi astfel ca 6 (NT, E (а, s), a (E 
(<r, e)), e) = a. Cînd s se înlocuieşte cu $ + <•>,а (s) nu se schimbă şi avem 6 (t, s + « (* + >)> е) = 6 (t, 8, ot (s), e) + o) y 
(t,s+o,a(s+<0),s)=y(t,8,a(%),s), 


304 TEORIACALITATIVÀ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE deoarece in ambii membri avem soluţii ale sistemului (23) si 
aceste soluţii coincid pentru t = 0. Eezultă Fie acum С (S + <*>) = «7 ($) + <*> P (a) = y (NT, E (а, e), a (E (a, z)), e). Avem 
P(a + co) = у (NT, E (a+co, e), a(-E(a+co, e)), e) =У(М TE (a, e) + + co, a (1? (a, e) + co), e) = у (NT, E (a, e), a (1? (a, е)), е) 
= p (a). în acest fel fiecărei funcţii a (s) definită pentru 0<><;со şi cu a(0) = oc(co) îi corespunde o funcţie p (a) definită 
pentru 0 < a < co şi cu p (0) = Р(со). Considerăm spaţiul funcțiilor а (s) cu a (0) = a (co) şi cu metrica dată de P («i > a2) = 
sup |a i (s) - a2 (s) |; acesta este un spatiumetric complet. Yom demonstra că operatorul (3 = U(«x) este pentru е | suficient de 
mic o contracție. Arátám mai întîi că există constantele К siLastfel încît dacă |«(») | < da ds <L ($) să rezulte | P( g) \< E e 
da dp d<r < £ | s |, deci mulțimea elementelor a си |а | |< К [е |, Avem y(NT, s,yO, s) ds < L | e| este aplicată în ea însăşi. cLE 
da da 1 d g ds = 0 (\y0\ + le), •=1+0 (|у, [+ «D. Din dy (NT, E (o, e), a (E (a, s)), e) d E (a, e) +d da ds do dy (NT, E (g, s), 
а (E (g, s)), s) da (E (a, s)) d E dyO ds da + rezultă, tinind seama cá |a (E (а, е)) | О (|е |), dsda=0(|e|),dpda<0(|e|) 
(1+0(|е|)) ++ dv(NTE (a, s),*(E(a, S), s) db Х|е|(1+О|е!))* 


TEORIA OSCILATIILOR 305Dar dy(NT,s,y0, «) ^ dy (МТ, s, 0,0) | O([ y J|| c Г) = dy0 dy0 + G(NT + 8)G-*(S) + 0( |s D. 
Pentru N destul de mare avem 2 căci | O (s) | <j d i n cauza ipotezei asupra multiplicatorilor. Bezultă dp < [ K i + ^-L * tKt [c], 
da de unde se vede cá pentru |е | suficient de mic avem dp <2/ |е |. Аа Mai departe | p |< I G (NT + s) (s) |] oc (E (a, e)) | + Kz \ 
z|**o(|«|*|«||«|*,|«|* o(|e|) zsise vede cá pentru ( | suficient de mic rezultă |p (a) |<K |e |. Avempj - р2 =у 
(NT,E1 («t, e), NE^, e)), e) - y (NLEt (a, e), a2 (E2(a, e)), е)= = (NT, E, e) (E, - Ea) + (NT,EIf z) ( } + ds dy0 + o (| Ex - Es | 
+|а1(^) -а2 (Е2) D, «i 1) - «2(-Еа) = «i (-^) - «a W + «a (*»«)- W = = dgl,(^2) (E1 - Et) + ai (Et) - «2 (Ez) + o(XEI-Ei |). ds 
Fie.&! (<r, e) = E2 (a, e) = $2; avem a = 0 (NT, $1, ai (SI), e) = 6 (NT, s2 , a2 ($2), s), deci 6 (NT, slt ai(«j), s) - 6 (NT, $2, a2 
(*2), e) = 0. 


306 TEORIACALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE De aici ge ^T , *,«!(*!), s) fc - ,a» + K w - a2 + ds dy0 + o (| 
04 - a2 I +I- $2 I) = 0. Eezultá d%(NT,s1,«1 (sj), s) ds I ®1 — «2I < de(NTs1,«x1(s1),z) 9y0 «a (*1) — «2(82)1 + Dar căci 
+0 (|ax-a,!+I Bi &2 I)e d6 (NT, s, ax (*x), e) ds = 1 + O(J«) 1«1(«1)1= 0 ( [< |) ae (NT, slt «!(«!),e) dy0 <К$, «а(«!>— 
«, («,) | = dax («]) ds = I ai (*1) — «i («2) + «1(«2) —«2(«20) < L*1—«2!*I«I(*2)—«»(*«)L«EJE]|kd — *2 | 
*P«AI,A2),deci Вели deci Cum rezultă (1 -£:6]e])|«1-«2|«X5(i|e||s1-«2|* p (ка, а2)). Ka-«21 <2 K7 
р (al? a2) JBX — JBa[ «2X 7p (a1,«2).|04 (BJ а2(^2) | < L|e[2K7 p (04, a2) + p (0^, a2). Pe de altă parte, Bezultá d 
У(МТ,ЕІ,.ПА\<++К8,еј 2dy0I PI-P,|-«X,|«|2JC7p(«lI feg-|-|-|- JC, le |} (Zle2J6T7p(al,a2) + + 
P(«1, <*2)) + #10 Is I (2 P («1» «2) + $ 12JT7 P(«1, «a)* P («i> «2))» 


TEORIA OSCILATIILOR 307 deci în definitiv I Рх — РИ x vp( 0C1,0C2) 4Jrnl£ Ip(a i>a 2)> ceea се arată cá pentru | e 
| suficient de mic operatorul” (a) este o contracție. Eezultá de aici cá există o funcție «xe (s) си | ae («)| К [е |, d ae («) jr [о | 
astfel ca ds *e(a) = y(NT, E(a, «), ae(E(a, «)), «). Considerăm soluţia 6 (t,s, ae (s), e), y (t, s, ae (s), e); dine(«, 8, a*(s), e) = 
*+ s + 0(е) rezultă cá putem rezolva în raport си $ si $ = «p (£0, e). Familia de soluţii considerată va forma varietatea y = Q(t, 
Q,s) = y(t, <p(t, 0, e), ae(<p(*, 0, e)), «). Pentru ca teorema să fie complet demonstrată, rămîne de arătat cá funcția О [Ъ 0, s) 
este periodică in t cu perioada T şi periodică in 0 cu perioada о>. Avem=< ?(0,0,e)=ae(9(0,0,«))=«.(6), 
QNT, 0, z) = УСМТ, 9 (МТ, 0, «), a£ (X?(NT, 0, «), «) = = (NT, 25(0, e), a*(E(Q, «)), «) = as (0). Eezultă Q(NT, 0, e) = 
G(0, 0, «). Deoarece sistemul (23) este periodic in t, cu perioada T, avem y(t, Q(T, s, a, (*),е), УСТ, 8, «,(•), e), *)=>УСЕТ, 8, 
Oe («), e), 6(«, O(T, s, ae («), e), УСТ, 8, as (s), e), e) = 0(t + T, 8, as («), s). Pentru t = NT se capătă y(NT, 8(T, s, ae («), c), у 
(Т, $, as («), e), e) = + T, Oe (s), «) 0 (NL.Q(T, 8, ag (*), е), y (Т, 8, ae (5, e), e) = 0 (NT + T, 8, аб (5),е) deci Q(NT + T, 0, 2) 
= y(NT, E(Q, $), Q(T, E(Q, e) €), <). Avem (ТУТ + T, 0, t) = y (NT + T, 9 (NT + T, 0, e), ae (9 WT + T, 0, «)), «). Dar y(NT + 
Т, 8, oe (5, e) = УСТ, Q(NT, 8, a, (5), e), a, («9, «), 9, O(JVT + T, <, ae (s), с) = ОСТ, O(NT, s, as («), «), y(JVT, ae (s), «), e). 


308 TEORIACALITATIVÀ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Pentru 8 = E (a, e) avem Q(NT, 8, а. (s), e) = a Si (NT, Ма, 
е), a. (*»(*, e)), e) = ae (a), deci УСМТ + T, а, e), ae(5?(a, е)), e)=jf (T, а, а. (а), е), О(ЗУТ + T, (a, е), ae (Xa, е)), e) -0(TT 
„a, ae (a), e). Aceste relaţii dau Q(NT + T, 0, e) = «?(T, 0, e). Eezultá 25(0, e), «?(T, 25(0, е), e), e) = <?(T, 0, е), deci Q(T, 0, 
е) este punct fix al operatorului TJ şi cum acest punct fix e unic, rezultă Q(T, 0, e) = oc8 (0) deci «?(T, 0, e) = «?(0, 0, e). 
Putem acum verifica periodicitatea Іш О în raport cu t. Fie t arbitrar. Avem y ( t+ T, 8, о,(«), e) = y(t, O(T, oce(s), e), a, «xs 
(*), е), е), =0, О(Т, 0, е), е) = у(«, 0, <2(0, 0, e),e)=y(t,0,ae (0), е), 0 (*+Т, а.($),е)=0(е, O(T, s, ае(ѕ), e), s, «xe 
(s), e), e) = = 0(t, Q(T, 0, e), е)=0(*, 0, Q(0, 0, 6), е)=0(*, 0, «xe(0), 6). De aici rezultă О ( t+ T , 0, e) = «?(*, 0, e). Pentru a 
verifica periodicitatea Іш О în raport cu 0 observăm cá 0 (t, 8 + CO, OCe (8 + CO, е) =0 {4 Sj oc8 (s), е) + co, deci «p (tj 0 
+ co, е)=<р(^, 0, e) + co. Eezultá Q(t, 0 + co, e) = y(t, <p(«, 0 + co, e), «xe(9(J, 0 + co, е), е) = = y{t, <р (*, 0, e)*co, 0,(9(& 
0, е)+со), e) = = y(t, 91t, 0, e), a(9 (t, 0, e)), e) = «?(t, 0, s). Teorema este acum complet demonstrată. 


TEORIA OSCILATIILOR 309 Dacă în prima ecuaţie a sistemului (23) inlocuim pe y cu О (t, 0, e) se capătă o ecuaţie 4?—/(t» 
e, «), dt unde / este continuă şi periodică in t cu perioada T şi în 0 cu perioada co. Această ecuaţie permite să se studieze 
proprietăţile soluţiilor situate pe varietatea y = О (t, 0, е). $ 12. PERTURBATII SINGULARE Yom studia acum unele 
probleme relative la sistemele care contin parametrii pe lingá derivate. Asemenea probleme se vor numi probleme de 
perturbații singulare. Fie sistemul dx — = y, e), di s ~7 = ff y, e). dt (24) Yom presupune cá / şi g sînt în raport cut 
periodice, respectiv aproape-periodice. Vom admite de asemenea ipotezele obişnuite de regularitate. Pentru e = 0 se obține 
sistemul dt (25) glh x> у> o] = o. Presupunem că sistemul (25) admite o soluţie [u(t), v (<)] periodică, respectiv aproape- 
periodică, astfel ca matricea g'v [t9u (t), v (t), 0] să fie nesingulará pentru orice t. Мот = (£[*, u(t), «(1),0])-1 gmlt;u(t), v(t), 
0]. în cele ce urmează fx , fy , fz vor fi derivatele funcţiei / în punctul [;t, u (t), v(t), 0], таг gy, gx derivatele functieig în acelaşi 
punct. Se face în sistemul (24) scliimbarea de variabile] = X-U(t, 7] 2 y- v(t) + U(t) 1. 


310 TEORIACALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Obtinem^ 7 = / Pi 5 + «(«), -n*m-Umt, « ] -/ [ ! , «D, *(D, 
0], ai dt e dt dt ai De aici <0^=/; 5 w +s v h- шп +р, v), e] di Notám di Sistemul obţinut se scrie ^= ^t + A2 N +е/; + 5, 
7,, «), (26) dt = + ii,«), dt unde 1*1 =o (151«+| ,!• + ,•), \G\= 0 ( 1 + [ij« + ,«) şi în plus F şi O sint lipschitziene cuo 
constantă oricît de mică dacă | $ |, I ti Llei sînt suficient de mici. 0 4-0* Yom presupune cá ti^ 0; aceasta implică in 2 
particular ipoteza formulată anterior asupra nesingularitátii matricii О. dvinplus,Q"1rezultámárginitá.CoeficientiiJL1? 
A2,Qşifuncţiile/c,gz 1 dt F, O sînt periodice respectiv aproape-periodice. Yom admite în sfîrşit că sistemul liniar $ = (27) dt 
are soluţia banală uniform asimptotic stabilă. în aceste condiţii demonstrăm că sistemul (26) admite o soluţie periodică, 
respectiv aproape-periodică, unică, care pentru e 0 tinde către zero. 


TEORIA OSCILATIILOR 311 Pentru aceasta considerăm operatorul care ataşează funcțiilor aW> P (t) periodice, respectiv 
aproape-periodice, soluţia periodică, respectiv aproape-periodică, unică, a sistemului Din a doua ecuaţie (*) se determină mai 
întîi soluţia periodică, respectiv aproape-periodicá YJ (t), care se înlocuieşte în prima ecuaţie. Conditiileimpuse matricii Q 
asigură existența acestei soluţii, iar condiţia impusă sistemului (27) asigură existenţa unei soluţii periodice, respectiv 
aproape-periodice, care verifică evaluarea | 5 | < JST^supl Y3|*jsr3|e|*0(]|a|2 + [рр + e2)), (teorema 3.4). Fie [а] 
«JC| e |, | pl < JT' |. Rezultă | СП, а), p«,«]!«£«*., Alt Atyl + * fmFtt, а (D, p(D, e], dt Avem£d*) =^0^+#9* 
—11t) + (ҮЇ,0) deci, presupunind e > 0, 112 < - *1 ^I2 +е11М +1 -nLe22 ai Kotind | rj |2 = v2, deducem v < v2+vM + 
vLe, dt e i 1.2 sau di s De aici obținem evaluarea dec 1 f* 


312 TEORIACALITATIVÀ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Alegind pe K' destul de mare şi pe e destul de mic, deducem В 
| < i' Mai departe, din prima ecuaţie (*) deducem Alegind ре К destul de mare şipe e suficient de mic, deducem I f «KA. Prin 
urmare, operatorul aplică mulțimea | a] < К e, |р K' e in ea însăşi. Să arătăm cá în această mulţime el este, pentru e suficient 
de mic, o contracție. Fie ax, px, a2, p2 date, Y)X, Y)2 imaginile corespunzătoare» T = h — Iz, 8 = 7)! — Y)2. Avemţ = 


AIy+A2 8+Е[% ai W, *]-F[t, a2(t), p2(*), e] at df Bezultă, ca mai sus, || *||<£t«(K-«,H+IPi-M)şiapoiIl Y II ^e (II 
a | — a2 II + II PI ID), ceea се arată că operatorul este, pentru e suficient de mic, o contracție. Deducem existenţa unui punct fix 
unic în regiunea || a|-[ JTe, |P|<JBL e, deci a unei soluţii periodice respectiv aproape-periodice, a sistemului (26), de forma £ 
(4) = «£*(«, 0, 1(*) = « «). Am obţinut în definitiv; TEOREMA 3.18. Dacă sistemul (25) admite o soluţie periodică, respectiv 
aproape-periodicá [u(t), v(t)] astfel ca & 8 < — [x JE gi ciacâ soluţia 2 banală a sistemului (27) este uniform asimptotic 
stabilă, sistemul (24) admite pentru 0 < e < e0 o soluţie periodică, respectiv aproape-periodică unică [x (t, e), y (J,e)] de 
forma e) = *(t) + e <), «)2*(«)* « «) - «^W TU, e). Observaţie. în cazul soluţiilor periodice, condiţia impusă sistemului 
(27) poate fi slăbită, cerînd numai ca el să nu admită soluţii periodice de perioada considerată, diferite de soluţia banală. De 
asemenea, condiția impusă matricii О poate fi slăbită, cerînd de exemplu ca pentru orice t să admită valori proprii cu părți 
reale nega- 


TEORIA OSCILATIILOR 31 & tive <; — a. Această condiţie poate fi încă slăbită, dar conduce la cereri cu totul neefective. 
Yom considera acum numai cazul periodic şi vom presupune cá sistemul obţinut pentru e = 0 admite o familie de soluţii 
periodice depinzind de parametrii cx, c2 ,..., ck. Yom nota cu c vectorul (c1? c2 ,..., ck) al parametrilor. în acest caz sistemul 
(27) admite solutiiperiodice. într-adevăr, din ^T T ^=/ В « ft Ojat rezultă deci Eezultá g[t, u(t, o), v(t, с), 0] = 0. d d u(t, c) 
тац с), dv(t, c) dt dc ~~lx dc Jv dc du(t, c) d vt, c) = ухо^*асас<0 =  TJ(t)ndU& C) âc de A-cr(1)] = AI ( £) . dt 
9c U* Jv dc dc Prin urmare funcţiile periodicesîntsoluţii ale sistemului (27). de Conform teoremei 3.2 sistemul adjunct 
sistemului (27) admite acelaşi număr de solutiiperiodice independente, pe care le vom nota q+ (t, c),..., ак (tc). Sá 
presupunem cá pentru o valoare c0 a parametrului, sistemul (26) admite o soluţie periodică de forma £(t, е) = e t"(t, e), Y) (t, 
e) = e if (« e). Atunci y)* verifică sistemul dt = A x (t) (1,«)--А, (1) v(1,«) */ ; c « e) TV." dt? . dt e dt Tinind seama 
de teorema 3.2 avem C0) (A2 ( e) -/£ te^) dt-0,(]- L,2, .. . fc). Fie v)** (t) = lim Y)*(t e). e 0 


3 1 4 TEORIACALITATIVÁ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Eezultá c 0) {12 WfW+/;! d<=0, Pentru a calcula pe 
yf* să considerăm sistemul (j = 1, 2,..., Tc). «17 = « «di Pie Z7 (J, s, e) matricea fundamentală a acestui sistem. Din ipoteza 2 < 
— (X23 rezultă evaluarea ||17(1, с)| xi?e-«( < ~8 ) . Soluţia periodică */)* (1, e) se scrie sub forma Avem deci I L U(t, s, e) 
<F ds < J f e S)ds = -Jf- , j - 0 0 (x rt Eezultá cá Mai departe, 11 r«—v« lim U( 96s, e)(Tds = 0. e + ° оо ,"(*) = limIC 
17(1,$,«) (*;-f^d *. Ј-оо 1 ds/ 1 Jf * TT/Avf'd«V,I.JfxelJ-oo ds; I s Mlef—-e8e£t-]l M JL-1e^oo (X 
deci limI( MeT7 (|, $, )(£-ds =0. £ J -o o Vds ; Prin urmare avem- 1 г »-Vt en"(t)2 1 i mi C U(t, 8, e-»0 «««T/i V dsj 


TEORIA OSCILATIILOR 315 ds; .t-yi^ds 1 ds,!J = - U(t, s, + U (t, s, - ds = - Q-i(1) ^- ^  U(t&t- 171, t) Q'1 (t -V'z) |sr; + f Uit, s, 
ds'«—y- #Ү yi ds \ ds) Pentru e 0, ultima integrală tinde evident către zero. Deoarece rezultă cá şi al doilea termen tinde către 
zero. Eezultá în definitiv TEOREMA 3.19. Presupunem că sistemul (25) admite o familie de soluţii periodice de perioadă co, 
[о (t, c), v (t, c)], sicá pentru soluţia corespunQ + Q* zătoare valorii c = c0, avem — — <; — ЈЈ E. Dacă sistemul (24) admite 
2 o soluţie periodică de perioadă co de forma х(фе) = u(t,c0) + et*(t, s), y(t, e) = v(t, c0) + s yf(t, e) - e U(t)/t, s), atunci £q,(t, 
cO)/^2«, e0)Q-Ht, o0)^ge- dr (^Co)j -/;j dt- 0,(j7 1,2,- * * pentru toate soluţiile periodice qj (t, c0) de perioadă co ale 
sistemului adjunct sistemului (27). Studiem acum problema perturbatiilor singulare ale sistemelor autonome de forma — =f(8, 
У Е), dt (28) e T: = 9(x9 y, e). 


316 TEORIACALITATIVÀ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Pentru s = 0 se obține sistemul d a ? AX — = V, 0), dl g(x, у, 
0) = 0. Presupunem cá pentru xtD există cp(x) astfel ca g(x, 9(®), 0) = 0. Considerăm sistemul 1 7 =/1> > OL (29> dl 
Presupunem cá acest sistem admite in D o solutieperiodicá, respectiv aproape-periodicá, u (1). Considerám sistemul ortogonal 


normal {19 .. legat de această soluţie, unde /[«(«), 9 («(<))> 0] 1 l/[«(«), ?(«(«)),0]| Din construcția vectorilor ^, . . . , rezultă 
cá aceştia sint periodici, respectiv aproape-periodici їп 1. Facem în sistemul (28) schimbarea de variabile x = u($) + f1(0)2, 
noile variabile fiind 0 şi z, iar $ fiind matricea care аге drept coloane vectorii Se obţine un sistem de forma 40 ~ , n — = 0(0, 


y, е), dl ^=Е(0, z y, e), dl dl Pentru $ = 0, z = 0, y = <p P> (0)] avem 0 = 1 deci pentru y în vecinătatea Іш <р[о (0)], iar z şi e 
mici, avem 0 ^0 . Putem deci lua pe 0 ca variabilă independentă şi obţinem dz = Z(0, z, y, z) c d y ^g [>(0) + fl(0)s, y] dQ 
0(0, *, y, е)9 40 0(0, z, y, e) 


TEORIA OSCILATIILOR 31& 31 & Am obţinut astfel un sistem periodic, respectiv aproape-periodic de forma dO 40 în 
teorema 3.18. Pentru e = 0 se capătă g[u(Q) + S(Q)z y, 0] = 0 care admite soluţia * = 0, y = «p[*(e)] căci şi Avem mai 
departe, ffl>(0), ? [«(8)], 0] 2 0 , ZIO, 0, *[«(6)], 0] =0. У n «ni/avi mY,(0,0, 02 z-0 V=<P [«(0)] 1=0 r;(6, o, «p[«(0)], » - * 
% / * —^[«(6), 9 [«(«)], 0]. 2=0 1/=<Р ftt(6)] y-0 Eezultá cá ^8) = [«(8), ? [«(6)], O-1f6 (0), cp [«(6)], 0]$ (0), 0]. 
Calculám pe: A1(Q)-FZ [0, 0, 9 >(0)], 0] [0, 0, 9 [«(6)], 0] 17(6), ^[0,0,9^(0)],0]=^[0,0,9^(0)3,0]=©2 
Zv(&—Z/(&'v 02 = zz-zez 2-0 V=q> [t»(61] «=0 = Zy—Z Q'y 2 = 0 *=<*>[«(6)] e =0 *«0 [«(6)] e = 0 2-20 v=<p[tt(6)] е=0 
Sistemul (29) se scrie în noile variabile ^- = 0[0,5,9 1>(0) + S(0)*LO] dt dt 


318 TEORIACALITATIVÁ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE deci dg=Z[6,3,9[w(6)+20] 40 ~~ ©[0,3, ? 1X0) + 


0(8)0], 0] Matricea sistemului în variaţii normale se obţine luînd derivata în raport cu z în punctul z = 0. Deducem v ' 02 = 
ZZ-Zy így)-19XS(96)-Z&z- ZQy (Sy)^ 9XS( 6) | 2=0 = = (Zz - Z0'z)z =о - ( Z y - ZQy)z-0 TJ =FZ -Fy О, deci J5(0) = ^1 
(0). Dacă presupunem că soluţia sistemului în variaţii normale este uniform asimptotic stabilă (ceea ce în cazul periodic 
înseamnă că sistemul în variaţii corespunzător solutieiu(t) are toti mutiplicatorii afară de imul în interiorul cercului unitate)” 
rezultă îndeplinite condiţiile din teorema 3.18. TEOREMA 3.20. Dacă sistemul (29) admite o soluţie periodică, гез0 + 0* 
pectiv aproape-periodicá, u(t), situată în D astfel ca < — [х Er 2 unde О — gv [u(t)j 9 [»(!)], 0] si în plus dacă soluţia banală 
a sistemului în variaţii normale corespunzător este uniform asimptotic stabilă, atunci pentru 0 < e < s0 sistemul (28) admite о 
soluţie periodică, respectiv aproapeperiodică unică, care pentru s = 0 se reduce la (u(t), 9 »(!)]). Este suficient să observăm 
că în ipotezele teoremei, pe baza teoremei 3.18, rezultă existentaunei soluţii [z (0, s), y (0,5)] de forma *(0, e) = e r (0, s), V 
(0, $) = 9 I» (9)] + O(e) care conduce la o soluţie de forma o? = п (0) + е8 (0) У (0, s), y (0, s) 29 1>(8)] + O (e). 
COMENTARII BIBLIOGRAFICE Demonstratia teoremei 3.3 este reprodusă după [47]. Teorema 3.4 a fost dată pentru prima 
oará in [48]. Demonstratia din text este adaptatá dupá cea datá pentru sistemele cu argument intárziat in [49]. Bezultate mai 
generale in aceastá directie se gásesc in [50]. Rezultatele relative la sistemele cvasiliniare au fost publicate in[51]. Teoria 
sistemelor cu parametru mic cu numeroase aplicaţii se găseşte expusă în monografia [52] (vezi şi [4], [5]). Metoda luării 
mediei, în forma ei cea mai generală, a fost fundată de N. N. Bogoliubov în [53]. O expunere amănunţită a 


TEORIA OSCILATIILOR 31 & metodei se găseşte în [54], Rezultatele din $ 6 sînt publicate în [55], [56]. Teorema Іш Е. 
Browder este dată în [57]. Teoria sistemelor autonome este expusă după [58]. Rezultatul lui E.A. Coddington şi M". Levinson 
pomenit în $ 8 se găseşte în [4]. Teorema lui Andronov şi Witt pentru soluţii periodice de spetaa doua a fost dată în [59]. 
Expunerea din text e nouá.' Metoda lui L. Cesari a fost prezentată după [60]. Rezultatele din $ 11 se găsesc în [61]. Teorema 
3.18 a fost dată într-o formulare ceva mai generală pentru cazul soluţiilor periodice în [62], iar pentru cazul soluţiilor 
aproape-periodice în [63]. Teorema 3.19 este nouă. Teorema 3.20 pentru cazul aproapeperiodic este nouă. Pentru cazul 
periodic demonstraţia e nouă, iar rezultatul a fost dat în [64]. 


CAPITOLUL IV SISTEME CU ARGUMENT ÎNTÎRZIAT într-o serie de împrejurări nu se poate neglija durata de transmitere 
a acţiunii, ceea ce face ca forțele care intervin în sistem să depindă în fiecare moment de starea sistemului nu numai in 
momentul considerat, ci şi în momentele anterioare. Astfel apar sistemele de ecuaţii diferenţiale cu argument intirziat. în cele 
ce urmează vom schiţa unele probleme calitative în teoria sistemelor cu argument întîrziat. $ 1. TEOREMA DE EXISTENŢĂ. 
PROPRIETĂȚI GENERALE Să considerăm un sistem de forma - т( «1=/р,» («),» («-1) 1, (1) dtunde T>0; 
presupunem că / este continuă în raport cu ansamblul argumentelor. Pentru un asemenea sistem soluţia se construieşte, prin 
„metoda pasilor", în felul următor: fie dată o funcţie <pO(t) continuă pe segmentul [t0 — T, *0]. Formăm sistemul d x — = / ft 
,€p0(J-T)],tO^t«tO- T dtsi considerăm o soluţie a acestui sistem determinată de condiția iniţială x (t0) = <р (t0). 
Fie această soluţie, care există pe baza ipotezelor de continuitate făcute. Dacă această solutieeste prelungibilá pe tot segmentul 
Ро, h + t L formăm noul sistem dx cu 


SISTEME CU ARGUMENT ÎNTÎRZIAT 34< şi considerăm o soluţie a acestui sistem determinată de condiţia iniţială x(t0 + 
t) = 91 (t0 + t). Fie 92(t) această soluţie. in general, presupunind cá 9fe_i(1) este prelungibilá pe intervalul [t0--(k—2)t, t0+(1c 
—1) t], se formează sistemul d x — =/[«, X, 9k t(t- T)] , 0 + (Tc - 1) <C < t < tQ + ТСХ at şi se consideră o soluţie a lui cu x 
(t0 + (Tc - 1) T) 2 9.-1 Ro + (* - 1) care se notează «pk (t). O soluţie a sistemului (1), x(t), definită de funcția iniţială 90(t) va 
fi ' dată de relaţiile x(t) = cpk(t) pentru t 6 [JO --(Tc—1)x, + Tex], Tc = 0,1,... Funcţia este evident continuă ; prin însăşi 
construcţia ei, funcția x(t) este derivabilă în punctele interioare ale intervalelor [10 + (Tc—1) T, t0+Tex], 1. Se vede de 
asemenea cá e derivabilă şi are derivată continuă şi în punctele 10 + Tei, Tc > 1. In punctul t0 există numai derivata la dreapta. 
Dacă f(t,x,y) verifică condiţia Lipschitz în raport cu x, oricare ar fi y, atunci există o singură solutiecare pe [t0 —r, t0] 
coincide cu 90, deoarece funcțiile q>k(t) rezultă determinate unic şi orice soluţie trebuie să coincidá cu 9k (t) în [tO + (Tc- 1)t, 
+ Tex]. Sistemul (1) reprezintă tipul cel mai simplu de sistem cu argument intirziat. Sînt posibile situaţii în care să apară 
valorile funcției x(t) cu diferite intirzieri, şi în sfîrşit aceste intirzieri pot să depindă de t. Putem considera astfel sisteme de 
forma ~ = fi t, x (t), x (t - x, (5), x(t-x2 (),..., x ( t - xm (t))]. at Pentru asemenea sisteme se presupune că xi (t) > 0 şi se 
consideră mulţimea E10 formată din valorile t—x"(t), care sint mai mici sau egale cu t0. Funcţia iniţială cpO se dá pe mulţimea 
JEio. Mai general, putem considera sisteme de forma ^1 = f[t, X (t+ sn, (2) at unde pentru fiecare t fixat componentele 
vectorului / sînt funcționale definite pe mulțimea funcţiilor continue date pe [—r,0], t ^ 0 . Funcţia / depinde astfel de întreaga 
comportare a funcției x anterioară momentului t. Yom presupune dată funcţia inițială 9 continuă ре [t0 — t, JO]. Considerăm 
spatiulfunctiilorcontinue, date pe [t0 — t, t0-+h] cu h > O suficient de mic, cu norma obişnuită a convergenteiuniforme, | ul = 
sup lu (1)|  submulţimea funcțiilor din acest spaţiu care pe [t0 — t,t0 ] coincid 


322 TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE cu 9 formează evident un subspatiu complet. Fie A [u] 
operatorul definit pe acest subspatiu complet prin relaţiile A [u] = 9 (t0) + ^ / [сг (a + s)] der pentru t0 < J < t0 + h, A [u] - 9 
(J) pentru — r < J <. Evident, operatorul A aplică subspatiul considerat în el însuşi. Yom presupune cá / verifică o condiţie de 


tip Lipschitz şi vom demonstra cá A este o contracție. Avem С {/ [>, % + « | -/ D», (a + ]) da JL < l/I7»«(«* + *)]— + 
«)]|da pentru + ^J. — J. [w2] = 0 pentru — г < J <. Dacă presupunem cá 1 f ( t, 91)-/(*— ?2)1 < i | — 92 II pentru 91? 92 într- 
o vecinătate a lui 9(JO + s), atunci, pentru h suficient de mic şi u2 în această vecinătate, va rezulta cá A [9o] şi A [u2] sînt in 
aceeaşi vecinătate şi în plus | A [%] - А [u2] | < hL | ux - u2 ji, deci pentru Jisuficient de mic, A este o contracție. Eezultá in 
aceste conditiicá A admite un punct fix şi că acesta este unic. Dacă x(t) este punctul fix al operatorului A, avem x (t) =9 (t) 
pentru t t][t0 — t, t0 ] Şi х(0= 9 (*<>)+ \ На,х(с + s)]dG pentru + \ deci ^M = flt, х ( t+ s)] dt şi x(t) e soluţie a sistemului 
(2). in acest fel, dacă / verifică o conditiede tip Lipschitz este demonstrată teorema de existenţă şi unicitate pentru sistemele 
generale de forma (2). Ca si in cazul sistemelor de ecuatii diferentialeordinare, aceastá teoremá are un caracter local. Yom 
nota, ca si in cazul sistemelor de ecuaţii diferenţiale ordinare, cu x(t; t0, 9) soluţia sistemului (2) definită pentru t > t0 — t, 
care pe [*0, t0 — T] coincide cu funcția iniţială 9. 


SISTEME СО ARGUMENT ÎNTÎRZIAT 323 Presupunînd verificată in continuare condiţia de tip Lipschitz să demonstrăm 
inegalitatea fundamentală*) I x (1 ; 10, 91) - x (1; 10, 22) |< B 1 - ?2|е^о. (3) Pentru 1 = 10 inegalitatea este evident 
verificată. Presupunem că еа nu este verificată pentru toţi 1 pentru care soluţiile sint definite şi fie Ix marginea superioară а 
punctelor 1 pentru care inegalitatea are loc. Avem Іх ; 10, 91) - # (Ix 10, <р2) |= || 9 1 - «p21|ez şi pentru orice n există Ix < 
tn < Ix + — astfel încîtn Eezultá Ix (In ; 10, 91) -x(tn',t0, <p2) |> || 91- «p21|ez, tn-t 1 deci - * (h ; h, 72) I; > ——[ei,(in 
—«1-'.»]|91-?21 tn lim sup — {| x(tt  -&(*i + *1«о>9») I- Li5«o»?i)h - x (tx; 10, ?2) |} 2 1eL M [91 - ?221| 2 L| (tt; 
10, 91) - # (tt; 10, ?2) |. Din sistemul (2) rezultă (Mo ? 91) dx (1; 10, y2) di -/[1, + 10, ?«)] deci dl / [1, а? (1+5; 10,91) «1 
sup |%(1+s;10,?i)-%(1+s;lo,<p2 )1 —t^S^o ах (tt; 10, 91) ах (Ix; 10, <р2) < i sup |a? (Ix + s ; 10, 91) — — 
T^S^Odldl - # (Ix + 0; 10, 22) I< LJB8 1 - xp21| eL- Lj o? (1х; lo, 91) - x (tx; 10, <p2) [, căci pentru s <; 0 avem Ix + * li şi 
inegalitatea (3) este verificată. Avem însă evident lim sup — {| u(tx + Л) |-и) |} < JI du (Ix) dl *) Demonstrația de mai jos 
reproduce pe cea datá de N. N. Krasovski. 


324 TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE deci lim sup 4" {I + i*o » ?i) - + )t0 > 22) I ~ I G(hi*o > ?i) 
— — # (^l; t0 > 92) I} € LIx (k; t0 > ?1) — x (h; t0 > 92) I ceea ce contrazice inegalitatea (*). Existenţa lui tx este 
contradictorie, deci inegalitatea (3) este valabilá pentru toate valorile t pentru care solutiile sint prelungibile. in aceleasi 
condiţii, să considerăm şi sistemul == f[t,u(t + s)]  g[Gu(t + s)]. (4) at Demonstrám inegalitatea |a (t; , 9 ) -u(t)t0,9) |< (e^ 
«-V - 1) sup | g (t, u (t + s)) |. (5) Folosim acelaşi procedeu са mai sus. Pentru t = t0, inegalitatea (5) este verificată; fie tx 
marginea superioară a mulţimii valorilor t pentru care ea rămîne verificată. Avem I xfaihi 9) — u(hitoi ?) 1= (eL — 1) sup 
Ve(t9u(t + s)) | şi pentru orice n există tx < tn < tx + — astfel încît n I^ (tn > ?) - "(05 > <P) I» [OL- * 1 SUP [flf(«, U(t + 8)) | 
, Eezultá lim sup - T- {| х( + h-,t0, 9) — u(t 1  h-,t0, 9) | — | x^tto, ?) — h-+0+ Л -u(t1;009?) 1 -LeL mv e(t,u(t + $))\. (**) Pe 
de altă parte, a*(hiU>9)  d«tti ?<.,?) < Lmv\X(t1 + s-,t0,9)dJ dt -t^s^o -^(«! - 85, ?)| + snp1g(«, и (t *))| < L(eL- 1 ) sup 
|git,«(«+%))| + + sup I g(t, u(t + s))=LeLsup Ve(t,u(t + *))| + + (1-L) sup | g (/, ^ («+ *))| < LeL(*-v sup [flf(«,w («+ «))| dacă 
presupunem L> 1. Eezultá lims up { | x(tx + — +?) —Ix(k)h, ?) —h 


SISTEME CU' ARGUMENT ÎNTÎRZIAT 325 ceea ce contrazice (**). Existenţa lui tx rezultă contradictorie si deci 
inegalitatea (5) e demonstrată pentru toti t > t0 pentru care soluţiile sistemelor (2) şi (4) există. Să presupunem acum cá / are 
componentele diferentiabile în sensul lui Fr6chet. Atunci vom putea scrie /[«,*(«+ *)]-/[«, «o (*+ «)] = x(t + s)-x0(t + s)) + 
о(\\х-х0\\), unde A (t, cp) este un vector ale cărui componente sînt pentru fircare t funcționale liniare, deci, pe baza teoremei lui 
Eiesz, A(t, «?) —^(d,7] («,)«p(«) . T yj (05) fiind o matrice, care depinde de soluţia x0. Sistemul liniar y(t)=^ 
(&sfl(t,s))y(t + s) (6) se numeşte sistemul în variaţii corespunzător sistemului (2) şi soluţiei х0 Pentru a evita scrierea 
incomodă (6), cînd vom avea de-a face cu sisteme liniare generale de această formă vom presupune că y este un vector linie şi 
vom scrie у(«)={° y(« + 5d.7/((«,0)- (7) , —T în cazul sistemelor de forma (1), presupunind că / (t,u,v) este diferentiabilá, 
sistemul în variaţii se scrie y (t) =fu P, (0, (t- 5] y (*) +; P, (9, (* - 9] y(t- T). (7) Să presupunem cá / este diferentiabiláin 
sensul arătat mai sus şi fie x(t-,tQ, <р0) şi x(t; t0, ср) două solutiiale sistemului (2). Putem scrie, notind u(t) = x(t-,t0,y) — 
x(t;t0, ср0), * (*) 2/* (* + *; > ?)] - / 1х (t+ s ; Ю, cp0)] = = A(tu(t + s)) + о(\а\). Fie y(t) soluţia sistemului în variaţii (6) 
care pe [t0—r, t0] coincide cu cp — ср0. Atunci ре baza inegalitátii (5) putem scrie şi tinind seama şi de inegalitatea (3), 
rezultă I ® (t9 9) - x(*; > 90) - y (*) 1 = O(II ? ~ ?оП)* (8) în încheierea acestor consideraţii introductive să observăm că unui 
sistem cu intirziere de forma (2) i se ataşează un operator Ut definit pe spațiul funcțiilor continue pe [—t, 0] prin formula (Ху 
= x[t- s-,0, cp], 06[ —t,0],J>0. 


326 TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Acest operator are următoarele proprietăţi : 1?. Este continuu 
pentru orice t fixat, acest lucru rezultă din inegalitatea (3). 2°. Avem UO 9 = cp, deci UO este operatorul identic. 3°. Dacă 
sistemul este liniar, de forma (6) respectiv (7), atunci Ut este un operator liniar. într-adevăr, din liniaritatea sistemului rezidită 
că orice combinaţie liniară de soluţii este soluţie, deci y (t;j ai ?i + a2<p2) = *1y(tit09 ?1) + a 2y(t;h» <p2) deoarece în 
ambii membrii ai egalităţii se află solutiisi aceste soluţii coincid pe PO — T, * 0 ] . Din egalitatea scrisă rezultă (a i 9i + a2 
Y2) = a i Ut cpi + a2 JJ% cp2 deci ТЈ este liniar. Eelatia (8) arată că dacă (6) este sistemul în variaţiiataşat sistemului (2) şi 


soluţiei x (t ;0, ср0) şi dacă notăm cu ТИ operatorul ataşat lui (2) şi cu Vt operatorul ataşat sistemului (6), atunci II - Ut cpO - 
vt (cp - cpO)II- O (II cp - ср0|), deci Vt este diferenţiala Fr^cliet a lui Ut în punctul сро. $ 2. TEORIA STABILITĂȚII 
LIAPUNOV Trecem la stabilirea propozitiilor fundamentale asupra stabilitátii Liapunov la sistemele cu intirziere. 
DEFINIȚIE. Soluţia х0(0 a sistemului (2) se numeşte uniform stabilă dacă pentru orice e > 0 există 8(e) > 0 astfel ca dacă |cp 
(s) — x0 (s) | < 8 pentru s£ p0 — T, JO], atunci \х (t; cp) — х0(0\ < e pentru t > t0. Ca şi în cazul sistemelor de ecuaţii 
diferențiale ordinare, studiul stabilităţii unei soluţii xO(t) se reduce la studiul stabilităţii soluţiei banale. TEOREMA 4.1. Sá 
presupunem că există o funcțională V [t, cp] definită pentru orice t pe sfera || «p|| -< Н din spaţiul funcțiilor continue pe [—1,0] 
cu proprietăţile : 1°. Există funcțiile a (г), b(r) continue, pozitive şi monoton crescătoare, cu a (0) = b (0) = 0, astfel ca a (|ср]) 
< V [«,9] < b (П^Р1]) 2°. V* (t) = V [t, x(t + s; 9)] este o funcţie monoton descrescătoare pentru t^»tw s£ [—t, 0]. Atunci 
soluţia banală a sistemului (2) este uniform stabilă. Demonstraţie. Fie e > 0, 8(e) < b~l [a(e)], t0 > 0, 9 o funcţie continuă pe 
po — t, Il?ll<&(e). Considerăm soluţia x(t,t0, 9) şi formám funcția V*(t) = Vit,x(t + 8100, 9)]. 


SISTEME CU' ARGUMENT ÎNTÎRZIAT 327 Conform ipotezei, această funcţie este monoton descrescătoare, deci V* (t) <V* 
(t0) = V [t0, x(tO + s -,t0, <p)] = = V[t0,9(tO + $)]<5(\9\)<5(8(е))<а(е). Din a (|| x (t^s; t0 , ср) |) <a (e) şi monotonia funcţiei 
а (г) rezultă II x (t s ; t0 , cp) | < e, deci |x (t; t0, ср) | < e, pentru t0 . TEOREMA 4.2. soluţia banală a sistemului (2) ESTE 
uniform stabilă, există o funcţională V[t, cp] cu proprietăţile din teorema precedentă. Demonstraţie. Fie Cr(r) o funcție 
continuă pozitivă şi monoton crescătoare pentru г > 0, G (0) = 0. Definim functionala V [J,cp] prin relația V[t, cp] = sup О[а? 
(*+a+ 4*, <p(u— 1))]],t—- T«S «0. Deoarece pentru С = 0 avem || 0 (t+0; cp (u- 9) |= || ep (о - # |= | ep || rezultă 
cá F[*,cp]»6?(|«pl). Din stabilitatea uniformă a soluţiei banale a sistemului (2) rezultă că există o funcție 8(e) cu proprietatea 
cá [ср | < 8 implică | x(t; t0, cp) | < e pentru t0. După cum s-a arătat în capitolul І, funcția 8(e) poate fi aleasă monoton 
crescătoare şi continuă, deci există funcţia inversă e(8) cu proprietatea că | x(t; t0, cp) | < е(|ср|), pentru t 2-10 — г (dacă 
presupunem în plus, ceea ce nu restrînge generalitatea, cá 8(s) < e). De aici rezultă cá \\x(t + С  s;t, ?(«-«))|| <e(]]9]]) şi deci 
Vib 9]«»[«(11911)]. Mai departe, V(t) = УВ ®( + s; «o»?)]= bUP G[\\x(t + G + t, x(t + s, t0, ср)) Ш = = mvG[Wx(t + G + s-9t0, 
ср), căci soluţiile x(u; t, x(t + s; t0J <p)) şi x(u; t0, cp) coincid pentru u^t deoarece coincid pentru toti t — T <; u < t. Fie tx > 
2, d 2 ^ —12. Avem V* (h) = sup G[ !!«(<!+ сг+$ ; «0, ср) ||] = sup |« («t + d + or + $ -,t0, cp) II] = = зир<?[|®(*2 + a + s;<0, 
9)]]= sup С [| &(«2 +a + s ; «0, <p)||] = V' (&,) deci V*(t) este monoton descrescătoare. 


328 TEORIACALITATIVÀ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE DEFINIȚIE. Soluţia banală a sistemului (2) se numeşte 
uniform asimptotic stabilă dacă există 8 0 > 0 şi funcțiile 8(e), T(e) astfel са |«p||« 8s«l implice | x (Е t0, 9) | < e pentru t^tO iar 
|5р\ < 8 0 şi t ^ 0 + T să implice V x(tt t0, 9) | < e. TEOREMA 4.3. Să presupunem că există o funcțională V [+ 9] definită 
pentru orice J> 0 pe sfera || 9 | -< Н din spaţiul funcțiilor continue ре [—t, 0], cu proprietăţile : 1°. Există funcțiile a(r), 6(r), 
c(r) continue, pozitive şi monoton crescătoare pentru r > 0, a (0) = 6(0) = с(0) = 0, astfel caa (IMI X F [L cp] < MII 9ID, 2*. 
lim sup 7Р+»'+<_,, (,,9 „>. +h Atunci soluţia banală a sistemului (2) este uniform asimptotic stabilă. Demonstraţie. Fie 8 


(e) < b'^a (e)], || «p | < 8(e), У*(®= V p, x(t + + *; *oi ?)]* Avemr V*(t + h) - V*(0 lim sup — — = h-+0 + h = lim zup Vjt + 
h,x(t + h + s; t0, cp)] - y p , + cp)] = h-+ 0 + h — limoup + + [*>*(<+ s;*o»'P)] "+ В < -0(|*(< + *;<,,?) ID < ° dacă || «p |=£0. 
Din y* («+ h) - v* (t) n lim sup ——*—- — < 0 h-+0 + h rezultă cá V*(t) este monoton descrescătoare, deci ca în teorema 


4.1, rezultă |x(t; t0, 9)|| < e pentru t > t0. Să observăm că deoarece V* (t) este monoton descrescătoare, ea este derivabilă 
aproape peste tot şi deci conditia2? este verificată aproape peste tot de derivata funcției V Fie 80 = 8 (H)9 T(e) =b ^> ||9II 
< V D acá pentru «g[«0, c[ 8(e)] am avea ar rezulta şi deci Wx(t + 81 9)11 > *(E), e(x(t + 81 «0, 9)|)>с[8(е)] у*(* + В) - v*(t) , 
lim sup —! — — < — с[8 (e)ph-+0+h 


SISTEME СО ARGUMENT ÎNTÎRZIAT 329 de unde, pe baza unei proprietăţi din teoria funcțiilor de variabilă realá,. V(t) - 
V*(h)< -*[*(«)] (* — *o), deci v (0 < V* («o) - «[8 («9](« - «o)« b (9 II) - (e)] (I- ««)« 6 (50) ~ De aici F*(*0 +T) <6(50 ) - 
с[* (е) | Т = 0 еееа се este contradictoriu. Eezultá că există f € ^o + astfel ca |x(t' + s;t0J 9)|| < 8(e), deci | x(t;t,x(t' + s; t0, 
9)) | < e pentru t'. Dar aceasta înseamnă cá pentru t > t0 + T avem | x (t; 9) | < e şi teorema e demonstrată. TEOREMA 4.4. Dacă 
solutia banalá a sistemului (2) este uniform asimptotic stabilá, existá o functionalá V[t, 9] cu proprietátile din teorema 
precedentă. Demonstraţie. Fie, ca in demonstraţia teoremei 1.6, G(r) o funcție cu (7(0) = 0, G'(0) 20,G'(r) 0, G") > 0 
pentru r > 0. Alegem F 9] = sup С(\ x(t + or + s; t, «p(ut)) WV) 1 + т * O^o 1 -for Demonstrația decurge mai departe ca în cazul 
teoremei 1.6 şi nu o mai repetám. Tinind seama de faptul cá / verifică o condiţie de tip Lipschitz şi folosind evaluarea (3), se 
demonstrează la fel са în teorema 1.6' cá se poate alege functiaG astfel încît functionala V[t, 9] să verifice inegalitatea |F[*, 9 I 
]~F[*,9JKĶ-tf119i-9_.il> pentru H9J < 8(80), |91| < 8(80). TEOREMA 4.5. Dacă soluţia banală a sistemului liniar 
(6), respectiv (7) este uniform asimptotic stabilă, atunci ea este exponential stabilă, adică | у(0,9) К«о-^> ||9 ||. 
Demonstraţie. Definim operația TJt^ prin relaţia 9 = y ($ ; toj 9)? t— t< s < tAceastá operaţie aplică spaţiul funcțiilor 
continue pe — T, t0) în spaţiul functiilorcontinue pe [;t — T, tA. Din cauza liniarităţii sistemului această operaţie rezultă 
liniară. Inegalitatea fundamentală (3) arată cá ea este şi continuă. Eezultá deci cá ea este mărginită, deci există || Uu91| cu 
proprietatea sup II Utj.9 II = П^Оой. Pentru |<p || < 80, t> 0 + Т avem | y (t; #07 9) | < e, deci pentru t > t0 + T + T rezultă 
[TFUA9LL < E. 


3 3 0 TEORIA CALITATIVA A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE Fixăm pe e cu 0 « e < 1. Fie arbitrar cu || <р0\ < 1; atunci 
'Tl«o?oll<*o> d e c i IPMAVOII < e pentru * > * 0 + T + T, deci |TFUO90ll < £ £ < Cum «pO este arbitrar cu || cpOWc 1, rezultă 
| U,t9& < — pentru t > so so >10 + Т + Т sau || Uu0\\ <; £ pentru t > t0 + + г unde am notat T^s) = T(80£). Avem relaţia Ut,tO 
<P = tr(.tc* Tl +T (Ut9+T1+,t9<p) (care revine la toj 9) = y(*,*o + Ti + f, y(uyV ?)), *O + tX +T]). De aici rezultă II Uu.9N < 
II Uuo+T1+x INI Uto+T1+,,t0 cpll < e 2 I 9 | pentru t > + 2 (Tx + T), deci П ^M,,L| < E2 pentru t > 10 +2(Т1 +T). Prin 
inducţie rezultă imediat || Ut,tO\ < em pentru t > t0 + m (Tx + T) si mai departe demonstraţia continuă la fel ca la sistemele de 
ecuaţii diferenţiale ordinare (Cap. I, 84) . TEOREMA 4.4'. Dacă soluţia banală a sistemului liniar (6) respectiv (7) este 
uniform asimptotic stabilă, există o funcţională V[t, 9] definită pentru orice t >- 0 pe spaţiul funcțiilor continue pe [— t, 0], cu 
proprietățile : 1° 119112 <m <Р]<#1 П 9112; 2° V [*, 91] - V[*, 92] I< (IL RII + И?) П$Р1 - 211; 301i msupvlt+*> 
y(* а + *; «o, 9)] -VW, y(* + <p)] «a-*o*h«-IIy(t- *i В, 9II2* Demonstraţie. Fie ^ [<, 9 | =ТП+*+* ; 9) ID + sup 
II y (t+G+s ; <, 9) |2 ; Jo reamintim cá НОН = sup | 9(s)|. Convergenta integralei este asigurată — t s datorită stabilității 
exponentiale. Evident, V[t, 9 ] > sup \y(t + G + s-, t, 9)II2 > П9П2. Din \у(6 t0, 9)| > Be-«(H) «р rezultă + * + 9)1-«0— 
(«*«|B|, deci Uy(t+u+s; 9 XBe-e—M; 


SISTEME СО ARGUMENT ÎNTÎRZIAT 331 deducem de aici V[t, (p]<;i?2 e2aT(?? e-2aM du+B2 e2aT|| «pl2 = [1 + —e 2 
a T |<p|2 =КХ |[«pl2. Jo V 2a / Mai departe, VP, 9il-Fp, 9 < | p | y (ttuts ; <, 9 J 2 d^ - |y (ttu+s ; <,90 |2dt* + + | sup || y + 
a +s; |2 - sup || y(t + G + 35 92)| < < LII* (trucs ; f- у (1+ «+5; 591) |а | dw + Jo + sup | |Уа + or + s; «Pi)|2 — [ly(f + 
ог+ $; t, «p2)|2 I< «^(Ny(t--u s; t, ф1) 111 y(* + «+ «;*, 9,) |} Ny(t + u + s-,t,91)~ — y(t + u + s;tip2) |d« + sup (lly (t+ a 
*tst9D|--ll^(«-*or-s;t9.)sup|y(t-*a-*s;t 91) -у (1+ <7+$;6 ср2) |< < R е — (II9! H + I ?t|) e — [91 - 9, | 
+Jo+-BeaT(||91|]+ 119,11) Ве«|[91-9.1һ*а«18Т7(1++П921)191~9.11==*1(119111+119. 1)191-9 
21lIAvemV[ty(t*s;t0,9) 1 -ply(«-«-« ty(t- s-, t0, 9)) |2 dw + + sup Пу (t 0 +5 ; 6 У(Е+» ; 10, <р)> la = t"|y (t 
+u + s; t0, 9)2d« + Jo + suply(* + or + $ $;«0,9)lla-t"I1y(« * 9) ID Oo J, + sup |y(f ог + s; t0, 9) П2. Am văzut in 
demonstraţia teoremei 4.2 cá sup |у (t + or + s; t0, «p)|2 este o funcție monoton descrescătoare. Rezultă de aici cá U m gup F 
р + fü y(t+h+8Jt0,9)]- VP,y(t*s;to1y)] < +Л «tT WN(u- *i *»9) ID ди = - Пу (tes; t0, <р)|2. dt S Teorema este 
demonstrată. 


332 TEORIACALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Ca şi în caznl sistemelor de ecuaţii diferenţiale ordinare 
această teoremă va servi la demonstrarea unei teoreme de stabilitate după prima aproximaţie. TEOREMA 4.6. Să considerăm 
sistemul x (t) = A (t, x(t + 5)) + (t, x(t + s)), (9> unde A (t, x(t + s)) este pentru fiecare tun vector ale cărui componente sînt 
funcţionale liniare pe spaţiul funcţiilor continue pe [— t, 0] (cu norme mărginite ca funcţii de t), iar componentele vectorului f 
sînt pentru fiecare t funcţionale continue pe acelaşi spaţiu, cu proprietatea M(t, x(t + $))\< < TIIx (< + s) II? Y fiind suficient de 
mic, pentru || x (t+ s) || <[ Н. Dacă soluţia banală a sistemului liniar de primă aproximaţie y(t) = A(t, y(t + s)) (10) este uniform 
asimptotic stabilă, atunci şi soluţia banală a sistemului (9) este uniform asimptotic stabilă. Demonstraţie. Fie V[t, 9] 
functionala construită pentru sistemul (10) pe baza teoremei 4.4'. Considerăm o soluţie x(t; t0, <р) a sistemului (9) cu |D1| 
suficient de mică; fie V*(t) = 7 [ T , x(t + s; 9)]. Evaluámr V*(t + A) - V* (t) hm sup — — * h-+0 + Л Avemr F* (t+ h) - V* 
(0.limsup—-——«-Ti < l1 i m Dup v [<+ В, y(t-h*a;t x(t-s;t0,9))]- V[t,x(t- 8;t0, 9)] + />-+0о- h + lim sup 
vV+h>x(t+h+s- q>)l-v[<+ft, <,*(/+»; S,y)] A«-||8(«*s;«0,9)||2* * limsup 1V t<+A'*(t+h+s:1(t+s;<0 
"PA-y <<+ft'g <<+ft+s: 1>x (1+5' <q 9»! I+ft Avem | V[t + h, x(t + h $; t, x(t + s, t0, 9))] - Vt + h, y(t + + s;tx(t*s2,t0,«?))]V 
<КА\\х(Е + В + s-,t0, 9)|| + + Ny(t + h + s-, t, x(t + 9-, t0, 9))|) Wx(t +h + s; t, x(t + s; 0,9) ) — y(t + h + s; t, x(t + s; t0, «p))[- 


SISTEME СО ARGUMENT ÎNTÎRZIAT 3 3 3 Pe de altă parte, pe baza evaluării (3) avem |X(t + h + 8i t, x(t + s; «o, «?))V 
«eLhWx(t + s; t0, 9)|, iar pe baza evaluării (5) || x (t +h + s; t, x (t + s; 10, 9))— y (t+h + s ] t, x(t + 8; t0J 9)) | «(em i) Y 
е» Wt + 8-, t0, 9)|. Conform ipotezei făcute asupra sistemului liniar avem şi ||y(t + h + s;t, x(t + s; t0, 9)) || < В Wx(t + s; 9). 
Eezultá | V[t + h, x(t +h 5; + <; ?))] - Е [« + A, +++ + ?))] I< (eL* - 5) +9) П (*Lh — ПТ©«| + 9)|= JTIY(e» +В)(е» - 
1) + 9)II2De aici тп DTIp Iy Hgg+ft+i; *0, 9))]-V[*+/i, t,x(t+s;t0, 9»] [ h-+0 + h <LEiy( 1 + BNa(t + s-, t0, «p)|2. Белш 
lim sup V {t+ h} ~ V(t) < - W(t- a t0, «p)|2 ++h-+0+T1+B)|B(% + «<; t0, 9)|» =- ++ t0, 9)|«. Pentru v < avem LKX (1 
+ B) lim Supy,(£ + fe)~7,W<-Y1 |a(* + «j t0, 9)|« + В «ceea се arată, ре baza teoremei 4.3, că soluția banală este uniform 
asimptotic stabilă. E uşor de văzut că stabilitatea este chiar exponențială «cáci din VI*, <p]>11?112, rezultă V*(t)>\\x(t + 8-, t0, 
9)J2 -şi deci r V* (t + h)- V* (t) ^ —limsup «—,yt F (t) -r h 


334 TEORIACALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE sau 1 v V* (« + h) - V* (t) , hm sup — — < — yj, F* (t) de 
unde rezultă In V(t + h) - In ЕІ) . hm sup — < — Jl deci In V* (t) - 1 n T (t0) < - TI (t - t0) de unde rezultă V* (t) < F* (t0) ern 
< Kx «<> || 91D, deci || x(t + 8-, t0,9) |2 <; Kx e-Yi || 91|2 si stabihtatea exponențială este dovedită. TEOREMA 4.7. Sá 
considerăm din nou sistemul (9) şi să presupunem că M(t,x(t + s))v«g(t)|x(t + s)||, cu ^g(t)dt < 0 0 . Dacă soluția banală a 
sistemului (10) este uniform stabilă, atunci soluţia banală a sistemului (9) este uniform stabilă, iar dacă soluţia banală a 
sistemului (10) este uniform asimptotic stabilă, atunci soluţia banală a sistemului (9) este uniform asimptotic stabilă. 
Demonstraţie. Dacă solutiabanalá a sistemului (10) este uniform stabilă, rezultă || y (t; t0, 9) ii < M || 91| pentru t > t0, deoarece 


sistemul e liniar. Fie F[I, 9] = sup || 1/(1 +<7 + 0; <р (и — 1))|. Avem, evident MICFp,9] «Jfl?|si dinlly(t* cr -0;1, 

«Pil - Ny(t сг+ 0 ; 1, <ра )| < «11 + * + «;* <р - 92)11 «^11 ?1- 9.П rezultă Ny(t + cr + 0;, 91)1X11 y (t + ог + 0/1, 9)II + 
^U 91 ~ 9aIU deci Vlt, VIKVIh 9%1+ mW 91-9.П» de unde y P,91]-^[^92]I«^II91 - 9.11. Ca in demonstraţia teoremei 

4.2 deducem cá Е [1, y(t + 0; t0J 9)] este monoton descrescătoare, deci limsgp V[t fe >y (t+ 6+ *>*" 9)] VLC C fth 


SISTEME СО ARGUMENT ÎNTÎRZIAT 335 Ca în teorema precedentă deducem cá || x (t+ + ; 9 ) - y (t- h- 5:9) П<9 (t) 
(eL* - 1) етм | 9П şi deci lim gup Vjt + hx(t + h + s; %y]) ~ V[t + h, V(t + h + 8t, 9)] ;<-+o+ Rezultă Notind deducem < 
<МІо(0 |<. Um gup V [t xt -h*s;t9)]- V[t 9] < <МІо( || 9 | < MLeg(t)V[t,«£»]. V(t) = V[tx(t + s-, <0,9)], 1 .. 
V'(t + h) - Е*(3. .... hm sup ——1—^ — < МЕ (t), V(t) h In V' (t+h)- In 7* (t) lim sup h < LMg (t) deci de unde In V' (t) - In 
V'(tO)^.LM fg (*) dt, Jt LM g(t)d( LM » g.t)m \\x(t + 5-40, 9 ) || <г(Кг(се* «Me Jo şi prima afirmaţie a teoremei este 
demonstrată. Dacă solutiabanalá a sistemului (10) este uniform asimptotic stabilă, deducem, ca in teorema precedentă, 1 .. V*(t 
+h) — V*(t) 1, ^ttt,hm sup—* < -—-+Kg («), V (t) »-*o+ h Kx ez de unde se obţine !»(«  *) «0, «P)II2« V'(t)< V(t0)e * e 
*X 7(t)dt —-—(«—«o) 17] ceea ce demonstrează stabilitatea exponențială а soluţiei banale a sistemului (9). Teorema este 
complet demonstrată. Ca şi în cazul sistemelor de ecuaţii diferențiale ordinare stabilitatea asimptotică uniformă implică 
stabilitatea în raport cu perturbații permanente. TEOREMA 4.8. Dacă soluţia banală a sistemului (2) este uniform asimptotic 
stabilă atunci ea este stabilă şi în raport cu perturbații permanente. Асеаѕ- 


336 TEORIACALITATIVÀ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE ta înseamnă cá pentru orice е > 0 există Y)x > 0 si Y)2 > 0 cu 
proprietatea că dacă sup [К (t, cp) | € yorice soluţie a sistemului M<« y(t) = f[ t, y (t s)] + R[t,y(t + 0)] (11) cu <р < Y]2, 
verifică inegalitatea \ y(t,t0, cp) | < e pentru t >- t0. Demonstraţie. Avem pe baza inegalitátii (3) x(v -,6 <р) |< е Н\<р\\, t^v ^ 
t+ Ti, iar pe baza inegalitátii (5) I V(v,t, ?) - x( t, cp) | (e LH - 1) yu dacă | y (v, % 9) |< e şi t< v <t+ h. Rezultă | y(v,t, 9)| 
«e»Il9ll-(e^-1)v31si dacă H91| < — iar Ве suficient de mic rezultă Vy (v; t, e) | < e şi evaluarea dedusă din (5) e 
valabilă. Deoarece soluţia banală a sistemului (2) este uniform asimptotic stabilă, există o funcţională V[t, 9] cu proprietățile 
din teorema 4.4 şi IV p, 91] ~ У\ Y2]! < M (r) |9 1 - 9J| pentru | 1 | € r, |9 1 | <г. Avem Hm ~up VIt + fi, y(t-- h+ s; t, 9]- У 
P, 9] ^h-+0+ JI SUP 7v +x{t+H+* *> ~ УР» + '.-+3+ А + Па [« + * у(« + *-*«2)]-V[t-* hx(-h- 53, 9>)3 A- 
+04 fe <-о( |19 ||) -J f1ith.«( f£), П9Е1е$>0,1 < a-,|9|| < 2)2 = &-»(!), 731€ LM Demonstrám că || y (t + $; 10, 9) | «s 
pentru t > t0. Dacă acest lucru nu ar fi adevărat, ar exista > tn astfel ca ' y + s; t0, cp) || >- e; dacă notăm са de obicei V'(t) = 
V[t,y(t  s-,t0, 9)] avem V (В) >а(\у(И  S',t0,-?))»a(e) >а > 1. 


SISTEME СО ARGUMENT ÎNTÎRZIAT 337 Pe de altă parte, V* (t0) = V[tO,cp]-b(V-pU)-b(rj2) = 1. Eezultá, din cauza 
continuității funcției У (t), cá există t0 <t2< < 1, astfel ca V* (t2) = Ig1V* (t) > l pentru t > 2. Din V* (2) = 1 rezultă *> (II 
y(t2*s; t0» DLL) > y 1**i y (h+ 5;b»?)] = 1 > a (IIy(U + *; t0, <Р) П}> deci b"1 (1) < Пу(@+5;, <р) П<а"1 (%)<fe Li 
Notám ty (s) = y (t2 + s ; t0, <р). Avem lims up y*(h + h)-y*{t2) =11 m gup Fp2 +f, у (0+ -,tM- y[t2, fr] ^JI h-+0+ 
Л <-е(\> |) ГМ ^<- с [6"1 (D] *LMyll« 0. Pe de altă parte, din V* (t2) = 1 si V* (t) > 1 pentru t > t2 rezultă V*(t2 + h) - 
V*(t2) ^ А lim sup '—— > 0. Л Am obţinut o contradicție şi deci \\y(t + s; tf0,«p)|| < £ pentru t > ^ Teorema este demonstrată. Са 
$1 in cazul sistemelor de ecuatii diferentiale ordinare se demonstreazá teorema de stabilitate in raport cu perturbatiile 
permanente márginite in medie. De asemenea fárá modificári in demonstratie se stabilesc pentru sistemele cp. intirziere o serie 
de alte teoreme. Teorema 4.9. Presupunem cá existá o functionalá V p, «p] definitá ea in teoremele precedente, cu 
proprietățile : 1°a(t, IM I X F P, <р]< <р); 2° Um sup r P + »,«(« +» + ««, 9)1-Vih9] € c (ff, ,,,. h-+0+ Л 3°1ур, <р] 
- у [ti <p2] i < Lii 91 - 92 ii, unde b(r) este continuă, monoton crescătoare pentru г > 0, 6(0) = 0, iar c (t, г) sint continue $1 cu 
proprietatea cá pentru orice pereche (a, P) cu 0 <a <р € JT, există 0 (a, p) > 0, Jc (a, р) > 0 astfel ca a (t, г) > fc(a, p), c(t, г) 
> Jk(a, P) pentru a <r <р, t> 0 (a, p). Aftmci soluţia banală a sistemului (2) este uniform asimptotic stabilă. Teorema 
4,10. Se consideră sistemul à (t) =f P, x(t + $)] + В р, x(t + 59], (12) unde/ P, 0] =R [5% 0] = 0, / SI verifică o condiţie 
Lipschitz si in plus 


338 TEORIACALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE lim В[ <р ] = 0 uniform în raport cu 9 pentru || «p|| Н. Atunci, 
dacă soluţia t-+ao banală a sistemului * (t) = f[t,z(t- s)] este uniform asimptotic stabilă, soluţia banală a sistemului (12) 
este de asemenea uniform asimptotic stabilă. TEOREMA 4.11. Se consideră sistemul x (t) = f[t, x (t s),y(t-- $)1 y(t) = gft, 
x(t + s), y(t + s)l unde fit, 0, 0) = g(t, 0, 0) = 0. Presupunem că soluţia banală a sistemului (13) este stabilă în raport cu 
componentele x, deci că există 8(z) > 0 cu proprietatea cá ||«p|| < < implică | x (t, t0, 9 , < e pentrti t^» t0. Presupunem în plus 
că soluţia banală a sistemului z(t) = g[t, 0,5 (*+*)] este uniform asimptotic stabilă. Atunci soluţia banală a sistemului (13) este 
uniform stabilă. Dacă în plus stabilitatea în raport cu componentele x este asimptotică, deci dacă există $0 > 0 si TO(e) astfel 
ca | 9H < 80, | < 80, t^t0 + TOsă implice | x(t; t0, 9, | < e, atunci soluţia banală a sistemului (13) este uniform asimptotic 
stabilă. TEOREMA 4.12. Considerăm sistemul x (t) = f[t,x(t- s) y(t + 5)1 y(t)= A (Gy(t + s)) + g[tx(t + s) y(t + «|, (14) 
unde pentru |9H < осо, |KJ/|| € a0, avem \ 9, |< К |i>|P, (3 > 0, | g (% 9, |< ic || 91|, Te suficient de mic, iar A (t, 9) este 
liniar. Presupunem cá soluţia banală a sistemului liniar 7(1) = A(t,z(t + s)) (15) este uniform asimptotic stabilă. Atunci soluţia 
banală a sistemului (14) este uniform stabilă şi în plus pentru orice soluţie pentru care funcţiile iniţiale sînt suficient de mici 


avem y (J) 0, x (J) / pentru t 00. Demonstraţie. Fie V[t, 9] functionala construită pentru sistemul (15) pe baza teoremei 4.4". 
Tinind seama de evaluarea impusă pentru g(t, 9), deducem ca în demonstraţia teoremei 4.6, evaluarea lim ++» +< _ Ш _ 
1*3, 0+ ТІ Notind V* (t) = V[t, y (t + s,t0, 9, se obține de aici, dacă i| 91|, | <> sînt suficient de mici (atunci Tc e suficient de' 
mic), r 7* (t+ h) - V* (t). mlimsup —— < - ^7 (J). 0+ Jl 


SISTEME СО ARGUMENT ÎNTÎRZIAT 339 De aici se deduce imediat II y (t + S; *o, 4012 < V* (t) < V* (t0) e-Wo) < К+ || 
* |« Mai departe, din hi <?, = 9 (*0) + \Ё1*, + ?? + 9> WduXrezultál*(«;«*2,9,«WI«II9II* Je Virfe2d« 
|| < HP, .«O de unde rezultă imediat afirmaţia teoremei. Definiţia stabilităţii integrale pentru sistemele cu intirziere se poate 
formula la fel ca în cazul sistemelor de ecuaţii diferențiale ordinare. Fără modificări esențiale față de demonstrațiile date în 
capitolul I se obţin lemele şi teoremele stabilite în capitolul І, $8. Yom da aici numai formulările teoremelor. TEOREMA 4.13. 
Presupunem că există o funcţională V [t, 9 ] definită ca în teoremele precedente şi cu proprietăţile : 1 ° V[t, 9 ] > a (|91), VIt, 
0] = 0, a(r) continuă, monoton crescătoare pentru r > 0, a (0) = 0; 2° Irp,91]- Ур, 92] 1<К\ - 92]; 30 lim gup V P +h, x (t 
+ h+0; *р, 9] - V P, x (t + 0; *р, 9)] < h «9(t) V[t, x(t + s-,t0, 9)], unde” g(t) ăt < 00, g (t) > 0. Atunci soluţia banală a 
sistemului (2) este integral stabilă. CONSECINŢĂ. în condiţiile din teorema 4.7, soluţia banală a sistemului (9) este integral 
stabilă, dacă soluţia banală a sistemului (10) este uniform stabilă. TEOREMA 4.14. Dacă functionala V din teorema 

precedentă verifică în locul condiţiei 3° condiţia 30limgupyPrh*(t+*+*;h>9)]-y[t,*(%+*;*o>9)]<h- 
*0+ h <-c(\\x(t + s-,t0, 9 ) | |) , atunci soluţia banală a sistemului (2) este asimptotic integral stabilă. CONSECINŢĂ. Dacă 
soluția banală a sistemului (2) (cu f verificind condiția de tip Lipschitz) este uniform asimptotic stabilă, atunci ea este şi 


340 TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE asimptotic integral stabilă. în particular, în condiţiile din 
teorema 4.7, dacă soluţia banală a sistemului (10) este uniform asimptotic stabilă, soluţia banală a sistemului (9) este 
asimptotic integral stabilă. $3. CONDIŢIA LUI PERRON LA SISTEMELE CU ÎNTÎRZIERE Yom stabili acum o teoremă 
profundă de stabilitate relativă la sistemele liniare. Pentru sistemele de ecuaţii diferenţiale ordinare teorema corespunzătoare 
a fost demonstrată pentru prima dată de O. Perron şi reluată de E. Bellman. Generalizări puternice pentru ecuaţii diferențiale 
în spatii Banach au fost date de J. L. Маззега şi J. L. Schăffer. Considerăm sisteme liniare generale cu intirziere de forma ^ (*) 
= % x, (* + *) На (hs) + fi (t) j= 1 , — oo unde nucleele ^ (1,5) verifică următoarele condiţii: a) Y)^- sint definite pentru t > 0, 
— 00 < s< оо, iar (t,s) = 0 pentru $ > 0 ; b) există funcţiile Tiy (t) > 0 şi Vi) (Z) mărginite pentru 0 astfel ca Vn (&») = TQi,-(t, 
~ (<)) = 0 pentru $ < - t,, (t) 3 unde, ca de obicei, V f(s) înseamnă variaţia totală a functiei/ pe [a, p]. s = a c) tqi£ sint continue 
în raport cu tf, uniform în raport cu $. Dacă funcțiile sînt funcţii de salturi, se obţin sisteme liniare cu argument intirziat de 
forma (t) =t (0 (0+ S £(0^( *- T * (*» + /«(09=1 fc = 9 =1 Dacă funcțiile 7j4,- sînt absolut continue, se obţin sisteme de 
forma * (о =tr(%>%) *> ^+ *> 453+ / < = 1 J—oo în cele ce urmează sistemul va fi scris sub forma matricialá X (t) =^* 
(t+ S) d8 Y) (ts) +/ (<), (16) . —oo unde x este vector linie. DEFINIȚIE. Vom spune că sistemul x ( t) = [ ° x (t + s) 4811 (t, 
s) (17) 


SISTEME СО ARGUMENT ÎNTÎRZIAT 341 34<> satisface condiţia lui Perron, dacă pentru orice funcţie continua f(t), 
mărginită pe semiaxa t >- O, soluţia sistemului (16) determinată de funcția iniţială nulă pe t < O, este mărginită pe semiaxa t > 
0. TEOREMA 4.15. Dacă sistemul (J7) satisface condiţia lui Perron, atunci soluţia lui banală este uniform asimptotic stabilă. 
înainte de a trece la demonstraţia acestei teoreme vom stabili o serie de fapte preliminare, dintre care unele cu interes în sine. 
ТЕМА 1. Fie X (ta) o matrice ale cărei linii sînt soluţii ale sistemului (17) verificînd condiţiile X (t, a) = 0 pentru t <a şi X 
(а,а) = E. Atunci orice soluţie a sistemului (16) se scrie sub forma x(t) = x (a) X (t, a) + T x (s)ds f 73 (a, s — a) X a) da +. 
-00 Jo + f/ («) X (ta) da. (18) Jo Demonstraţie. Considerăm sistemul de ecuaţii integrale a») Joc unde 2? este matricea 
unitate, OL AT. Formám aproximatiile succesive în mod obişnuit YO (a,t) = .E7, Y* (а,*) = E - C (P, a - P) Y*- i (M)dp. Ja 
Matricile УК (a^) au elementele functiicontinue în raport cu t şi cu variaţie mărginită în raport cu a. Pentru t fixat şi a <р < t, 
funcţia 73 (p, a — P) rezultă mărginită şi obţinem imediat evaluarea | r*+ (a,t) - Yk(M) I < JP--1 (t ~ * (fe + 1)! într-adevăr, 
pentru fc = 0 evaluarea rezultă din | Ух (a, «) - E |< f| 7(p, a - p | dp < M (t- OL) .a şi apoi, prin inducţie, | Yic- (a, t) - r4 
(а,«)< Jf^ | Yfc (p, t) - У*^ (р,*) | dp «11 )a (a + 1) ! Din această evaluare rezultă convergenta uniformă а aproximatiilor 
succesive şi deci existenţa soluţiei sistemului (19). Cu evaluări de acelaşi fel se verifică şi unicitatea soluţiei. 


342 TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Din convergenta uniformă а șirului rezultă cá limita Y (a,tf) 
este continuă în raport cut şi cu variatiemárginitá în raport cu a. Yom prelungi pe Y (OL, t) pentru a > t punind Y(a,t) = 0 pentru 
a > t. Fie acum x (t) o soluţie oarecare a sistemului (16). Avemx (а ) х(сс + s)d8 7) (a,s)+/(a). inmultind această relaţie 
cu Y(a,t) şi integrînd în raport cu a de la a la f, obtinem J o? (a) Y (а, £)da =^# (a + s) 48 73 (a,s)j ^ (а, )da * - J/(a) Y(a 
,*)da.Integrind prin părți în primul membru şi folosind în cel de-al doilea o formulă de permutare a ordinii de integrare, 
deducem a? (t) Y (t,t) — x (G) Y (vt) - £& (а) da Y (a«) = •<7 = ^0 ($) d873(a,0-a)JY(a,t0dOL-*f/(a)Y(a,«) 
da--ta?(0)dsf73(a,s—a)Y(a,J)da-J-AO Jo + С»(«а,С *)(а, $ - а) У(а, ()da+f/(«)I"'(a,t) da..O.8*0 
De aici rezultă x (1) =х (С) Y( G,Í) a» (s) D^73(a,0—a) Y(a,J) аа+ J— ОО. o + (/(«) т(а,«)да+ &(a)d« f 
T(a,«) + P ij (P, a - p) Y(p.«) dpi. Jo. o L.a 1 Ținând seama cá Y («,*) у] (p.a - p) Y(p, «ар = JS, а ultima integrală din 


formula precedentă este nulă şi obținem X(t) = X(G) Y(a,t) + T x(s) dă 73 (a, a) Y(a, t)dcc + J - 00 J o - ^7(«)*(«» t) da. 


SISTEME CU' ARGUMENT ÎNTÎRZIAT 343 34<> Dacă soluţia x(t) este nulă pentru t < a si dacă/ = 0, deducem x(t) == 
X1G) Y(G, t). €onsiderind matricea X (t,<j) formată cu soluţiile nule pentru t < С şi X (a,a) = E, obţinem X(t,cj) = Y(a,tf). Cu 
aceasta formula (18) este complet demonstrată. LEMA 2. Fie Y (a, t) ca în lema 1. Dacav | Y (a, J) |d a < C pew. 0 ^rw t» 0, 
atunci | (a, | < pentru 0 < a < t. Demonstraţie. Arátám mai întîi că există 80 astfel са ја — а" | < 80 să implice [T (a', «)| > — | 
Y (а", t) | - 7е*ЕС, 7 > МЕ (t). 2 Fie a' < a" < Avem X { а’) У (<,3 - X (а", a) Y (a", t) =J X («, a) da Y (a, ) ++[^-Х 
(«,a')] Y (a, t) da.--da Dar Y(a,«) da — a L—«o Y(a,J)da = deci X X (s, a')dsY) (a, s— а) = (a X (s, а) d,C 7) (a, s —a) Y 
(a, J) da + J—OO а" + [ X (s, а) dX 7} (a, s — a) Y (a, tf) da. Ja" Js rezultă (<, а") - X (a, a) У (а", «) - TX(«, a) à X *] 
(«,«-«)Y(a,*)da + J-ao.a" Y«x(«,a') d f| r( M) - JP( M-p)r(p«)dp--Ca)d»C 7(a,s-a) Ү(М)аа, Ј- оо Ja" 
(«,a') = X (a", a") Y (a", «) + C" a)ds C 7)(a, s-a) Y(a, «да. J—00 Ја" De aici rezultă + r ' 


344 TEORIACALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Avem X (t, О) = Y(a',«),X(a",a')-Y(a',a" 
EezultáàY(a',J)-Y(a',a")Y(a",«)X(s,a')d,^73(a,s—a)Y(a,t)da,« — 00 та" deci Y (a', t) — Y (a", 
«)^"[Y(a,a)-E]Y(a", «) * * ra)d»Ct)(«,s-a) У(а,«)да. J —00.a"Pedealtá parte, Y(a',a")-E=-ţ"73(p 
‚а'-Р)У(р,а") ар=Та' =-^(Р,а'-Р) [У(р,а").В]^73 (Р,а'-Р) ар. *<а' «а' Dacă OL" — OL < 8, de aici 
rezultă | У (а',а")-Е| < ЕЗО-+Е^|У(р,а") -Е | Чрдес! |У(а',а") Е 8 ОеЕЗ*. Ма departe "X ($,а')4$С 
73 (а, S-OL) Y(oL,t) аа =. —00 Ја" =(3,а')9$С 73 (а, 5 — а) У(а, Ј аа = Ја Ja" tr-a"'Y(a,t) da.X(s,a' 
)ds73( а ,5—а) L« EezultáX (s,a')d,|]j'73(a,5-a) Y(a,*)da«c«sup|^X(s,a'Jd.Tjta^-a)^4|Y(a,J) 
|аа<< С sup \ X (5, а') ds73 (а, $ — ОГ) • а < CF sup |X (s, а) | < СЕе1 У Am folosit pentru evaluarea lui [X (s, a") | 
inegalitatea (3). 


SISTEME СО ARGUMENT ÎNTÎRZIAT 345 34<> Din evaluárile obţinute deducem | Y (a', t) — Y (а",0)1 < Y(a",*)| + CVev\ 
Alegem pe 50 destul de mic pentru ca V 80 er?& < — . Atunci 2 | Y (a', t) - Y (a", «)| < | Y (a", f) | + СУетм*. z Și !*(«', 01 >) 
| Y(a",«)| - СЕетм.. Dacă a" < a' < obţinem | Y (a', t) — Y (a", <) [< -L |r (a', «)| + CFeTM.. 21 De aici | Y (a", f) | x | Y («", t) 
—Y (а, £) | - | Y (a', <) | X -L| r («', I) I+ CVcT*. A deci O u J Rezultă in definitiv în toate cazurile că dacă | a' — a" | < 80, 
atunci ir ( «',1) |? 1 11(« M)| - FOev. Să presupunem acum cá afirmaţia lemei nu ar fi adevărată. Atunci există «xn şi tn, 
astfel ca 0 < an <[ şi | Y (aw, JJ | > n. Din (19) rezultă că şirul {tn} este nemárginit. într-adevăr, dacă tn < T, din (19) deducem | 
У (а, tn) [< 1 + \"| vj (P, a — P) |Ү(Р, tn) |d p < 1 + Y(PU |dp. . a , a deci | Y (a, JJ | < eF(^-a) < eF(T a) < eFT pentru а > 0, 
de unde se deduce că | Y (an, tfj | < eFT, ceea ce contrazice felul cum au fost definite an şi tn. Dacă {an} este un şir mărginit, 
avem 0 > С" | Y (a, І.) | da > C""** | Y (a, f.) | da > + 80 | Y (an, |J | JO Jan ^ - SO eV CF > — - S0 e v CF, ceea ce este 
contradictoriu. 


346 TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Dacă {an} nu este mărginit, avem C > C" | Y (a, tn) | da > 
TW | Y (a, tn) | да > SO | Y (an, tn) | /O Jan— 80 2 - 80 eV CV > — 80 n-80 CV**V. 2 Din nou am ajuns la o contradicție, în 
acest fel lema este demonstrată. LEMA 3. Dacă sistemul (17) satisface condiția lui Perron, atunci există C astfel ca ^\ X (t, a) | 
da < C pentru orice t > 0. Demonstrație. Conform lemei 1 soluția sistemului (16) determinată de funcțiainițială nulă pe 
semiaxa t < 0 este dată de formula x (t)=?f(aL)X (t, a) da. Jo Deoarece sistemul (16) satisface condiția lui Perron, rezultă cá 
pentru orice functiecontinuá, mărginită,/, funcţia! / (a)X (t, a) da este mărginită. Jo Pentru t fixat, considerăm operatorul U(f) 
care aplică spațiul Banach al funcțiilor vectoriale continue /, mărginite pe semiaxa t> 0, în spațiul vectorilor numerici, definit 
de U( f) f (a) Z (t, a) da. . o Fie {tk} şirul numerelor rationale pozitive, ( / ) = CV (a) X (tk, a) da. Jo Deoarece pentru ||/ | < c 
+ functiaj* / (a) X (t, a) da este mărginită, rezultă cá pentru orice / fixat cu |/ | < c+ avem lim sup || Uk (/)| < oo. К-+ОО 
Deoarece sfera ||/ | < cz este în spațiul Banach considerat o mulțime de а doua categorie, putem aplica lema lui Banach- 
Steinliaus şi deducem că există un număr M cu proprietatea cá || Uk ( / ) || <L M И pentru orice / din spațiu, deci £V (а) X (4, 
*) da '0 < M Fie acum t real oarecare; există un sir (tn^ de numere rationale a cărui limită este t. Din tr nk f(a.) X (t,k , a) da 
<M Hl, 


SISTEME СО ARGUMENT ÎNTÎRZIAT 347 34<> rezultă, prin trecere la limită, ' / (a) X(t, a) da II < M pentru orice / din 
spațiu. Me xik elementele matricii X (t, OL) ; pentru t fixat, considerăm vectorul fk ale cărui componente ff sînt egale cu sign 
xik. Atunci vectorul fkX va avea componentele £ xik sign xik = \xik\. 11 Fie fk-n un şir de vectori, cu elementele funcții 
continue, tinzind către fk. Pe baza teoremei lui Lebesgue de trecere la limită sub semnul de integrare, rezultă lim («)X (Ча) d 
a=IV(a)X(«, a) da. o JO e0 Din | Jo /**"(a) X (t, a) da < M |khTezultápentrun0O0OI£/*(«)*(c, а) da«Mltdeci 
f &«(«, «|а « < Jfj. . 0 1 Deoarece această relaţie este adevărată pentru orice fc, deducem cá există o constantă C cu 
proprietatea cá C | X(t, OL) | da < C Jo si lema este demonstrată. Demonstratia teoremei 4.15. Pe baza formulei (18), dacă x 
(t)t0, 9) este soluţia generală a sistemului (16), putem scrie * (* 5 ?) = Y (*o) (<> + [° Y O0 d A iQ (a, s - a) X (t, a) da. J-ao 
J*o Din condiţia lui Perron rezultă, pe baza lemei 3, cá i[X (t, a) I da < 0 deci pentru orice t0 >e 0, f | X (t, a) | аа < С. \ 


348 TEORIACALITATIVÁ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Pe baza lemei 2 rezultă | X (t, OL) |< M. Deducem \х ( f, t0, 
9) |< M |9] + 7191| C |X(t, a) [а < (M + CV) |v|9 deci soluţia banală a sistemului (16) este uniform stabilă. Eămîne deci să 
demonstrăm că lim x (t; t0, 9 ) = 0 . t-+0o Pentru a > t0 avemrelatia f? f*x V v - /^\» ~ / - - - \ 7—00 Jo (ст, $) =^73 (а, 
sa)X(£a)da.FieAvemCx(t;«o,9)da-i2(a;J0,9) X(J,a)da-* JfO X -(?$(«J*0,?)d,(C(«»9da 
x(s-,t0,9)ds(t(c,)dG-7J—00 Ј?о • 'о Ју =(#(а;9) X(J,a)da*(*?(*)df![£(cr, 5) аа+ XJ—O0OXX 
x(s-,t0, 9) 48 C da. XJ* Mai departe, (£(a,s)da-(da(7)(a,s—a)X(tLOL)da-XX^dafTJ(a,s—a)X(ta 
)der-^(a-t0)g (a, s - OL) X (t, a ) da = «,'fF JIQ %,'IQ fo =\(«- 1 (<*> *-«) (*> а) аа> .«С*9 (5) а, СТ: (а, $) аа 
=(5$9 (5) а, [Е (а, *) аа=ј-00 Хх X—*X 


SISTEME СО ARGUMENT ÎNTÎRZIAT 349 = ( 9 (s) d, ( (a — t0) 7) (a, s — а) X (t, a) да =J?0—T J« = C? [T 9 (s) d, (a- 
t0) 7) (a, s - a)lx (t, а) да+ L J«d?- T J ^ 9 (*) d, (а - «o) 7) (a,* - a)Jx (t, a) da= = К 9(5)d, (a-7) (a,5 - a) X(J, a) dar f<e+T г 
р<0+\\9 (*) ds (a-*0) 7) (a,s - a) Jto LJ«0—T X (£, a) da deoarece pentru a > 0 + tsi s < avem s— а < — {314 (a, a) = 
0. Din această formulă şi din | X (ta) \ < M rezultă 9 (s) ^t(c,s)ác < Мх | |9 ||. Analog ( £ (cr, $) der = ( de ( 7) (aas — OL) X 
(t, OL) da = J« J« Jo rt rcc rt = V da V 7) (a, s — a) X (t, OL) da = V (a —s) 7) (a, 5 — a) X a) da. J« J« , f Rezultă ( ff («;* 
<>> 9)d, ( = ^ x(s-,t0, 9)d,( (a — s)7)(a,sJ/« J« ,t0 JS — a)X (Та) da = ^x(s 07 9) 48 (OL — S) tj (ос, 8 — OL) J x (t, a) da 
= = x (s-, t0, 9)d,(a - $) 7] (a, s - a)j X (t, a) da = - * (P- a, «o, 9) ру) (a, P) j x (*, a) da. a (P~ a, t0, 9) d3 p7) (a, P) j x (t, 
a) da Dar rtr ro \ LJ - T < sup I^ —a,«o, 9) 43 p7)(a, P)N| X (t a) | da < M2 |<р1(1+2 t V) C 


350 TEORIACALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE deci I Folosind aceste evaluări deducem (t -ю)\ О (* 5 t0, 9) 
I< ПП o+ M+ НЭП + Mz ПЭП = Jf4 II9II ceea ce demonstrează că soluţia banală a sistemului (16) este uniform asimptotic 
stabilă. Teorema este complet demonstrată. Să observăm în încheiere că semnificaţia acestei teoreme constă în caracterizarea 
stabilităţii sistemului prin felul în care răspunde la excitatii exterioare. Acest punct de vedere este din ce în ce mai răspîndit in 
teoria sistemelor de reglare automată. $4. O EVALUARE ÎN TEORIA STABILITĂȚII SISTEMELOR LINIARE CU 
ÎNTÎRZIERE în multe probleme practice prezintă interes următoarea problemă Se consideră un sistem de forma Dacă 
intirzierea t este mică, este firesc să presupunem că ea poate fi neglijată şi să considerăm sistemul de ecuaţii diferenţiale 
ordinare Presupunem că soluţia banală a sistemului (21) este uniform asimptotic stabilă. Ne putem aştepta ca pentru t suficient 
de mic să fie uniform asimptotic stabilă şi soluţia banală a sistemului (20). în cele ce urmează vom arăta că acest lucru este 
adevărat şi vom obţine şi o evaluare a valorilor t pentru care stabilitatea asimptotică uniformă a soluţiei banale a sistemului 
(20) rezultă din cea relativă la sistemul (21). Yom folosi o lemă relativă la inegalitátile diferențiale cu intirziere care prezintă 
şi interes în sine. Yom nota си deci M=<p)l<7-711?«tinx(9=A(9x(9+B (t) x(t — T). (20) y= [A(t) + BO Jy). 
(21) D <p (t) = limin/ Fie fit,u,v) definită şi continuă pentru toti (u,v) şi 0 < t < a, monoton crescătoare în raport cu v. 


SISTEME СО ARGUMENT ÍNTÍRZIAT 351 34<> PROPOZITIA 1. Dacă D.<pW</[«<pW, sup 9(5)], £— t^s^t (>f [:t, 
«p(t), sup «p (5)] si 9 (s) pentru —r < s < 0, atunci 9(£) < (t) pentru 0 < t < a. Demonstraţie. Fie 5 = inf {<; 9 (t) >-<J; 
(7)}.Аует?>0,9(?)==17;(?). Pentru —t < J < ? rezultă 9 (J) < deci sup 9 (s) < sup ^ (*). Eezultá 1> 9(?) «/[? , 9(S),sup? 
(9] «/[5, <М5), sup (5)] 2» «K5). Din 9 (J) < (J) pentru t «ts1 (?) = rezultă însă D 9(7) >> D (?) şi propoziţia este 
demonstrată. PROPOZITIA 2. Daetf co' (t) < / ft, co (J), sup co <t < < t0 + «x. şi dacă y (tt t0J co) este soluţia ecuaţiei у (t) 
—flt,y(t),sup 2,00] t—T^s^t care pe [t0—T, £0] coincide cu co, atunci, presupunind această soluţie prelungibilá pe [£0, + 
a), rezultă co (£) < y (£; co) pentru t0 < t < t0 + a. Demonstraţie. Fie sn un sir de numere pozitive tinzind monoton către zero, 
yn soluţia ecuaţiei y' (t) = f(t, y (t), эру («]] + 6] care ре [£0 — T, £0] coincide cu co + sn. Pe baza propoziției 
precedente, yn+i {t) < ynít) pe *>+<*) Si se vede uşor cá lim yn(t)'2y(t:t0,«*) (d& n-t<x> fapt trebuie să subliniem cá in 
cazul cînd nu este îndeplinită o condiţie de unicitate, y(t')t0,07) este soluţia superioară definită de condiţiile initiale 
considerate). Pe baza propoziției 1 avem со (t) < yn(t) pentru «€[«o,*o-- °0 deci co (t) < y (tt0,co).' ТЕМА. Dacă f (t) < — a f 
(Е) P sup /(ar) pentru > şi dacă t—t^o^t a > p > 0, atunci există y > 0 si Jc > 0 astf/eZ Iwefo f(t) <i e p entr utto. 
Demonstraţie. Pe baza propoziției 2 rezultă cá f(t)^Cy(t), unde este o soluţie a ecuaţiei y'(t) = ~*у (+ p sup y (a) H t—^O^t 
care pe [JO — T, JO] este mai mare decît /. Să observăm căy (t) = Лсе-У(<-<«) este soluţie a acestei ecuaţii dacă — y = — а 
+ p eYT. într-adevăr, sup y(or) = &eYT Si у (t) = - yJce-t^. Dacă a > p, funcția 9 (2) = — a + peZT + z este negativă pentru 2 
= 0 si tinde la infinit cînd z ->00, deci există z = y > 0 pentru care funcţia se anulează. Eezultá că dacă a > p, există y > 0 astfel 
încît y(t)-Jce—y1t-to) 


352 TEORIACALITATIVÀ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE să fie soluţie a ecuaţiei (*). Avem inf y(t) = Jc, deci alegînd pe 
Jc > > sup f(t)j rezultă pe baza propoziției 2 că/(tf) < şi lema e demonstrată. Presupunind că soluţia banală a sistemului (21) 

este uniform asimptotic stabilă, există o formă pătratică (V(t) y,y) a cărei derivată în virtutea sistemului (21) este — {у,у). Fie 
x(t) o soluţie oarecare a sistemului (20). Calculám dt Avem A /ТТИ\ „ т ~ хх idF-^m-.o (ir m^(*) dt (V(t) x (t), x (0) 
-x(0,x(0] 27 V(9-^L,*(Sj-- ("ате (0 X (0) 22 (V (O (A (0X (0) +В (о) x(f- T))j X (0)72«(0, 
® Wj +2 (V (t) (A (t) +B (t)) x(t), x(t)) + + 2(7 («В (t) ( x ( t - <u)-x («)), 8 («)) = - (0, & (*)) + + 2 (V (t) B (t) C du, * («)) 
= -(*(«),* (0) + + 2 (F(9£ («)^ [A (u) x(u) + B (u) x(u- T) ] du x (0). ТТ Fie Lx = sup (4), 1 2 = sup JB («),13 = sup | 


V(t) B (t) |. t t t Deducem A(F(«)8(«), * (*))<-|*(*) |2 +2Т EzLI + 1%) sup w(u)W(t)V. Fie A marginea superioară а 
celei mai mari valori proprii a matricii V, X marginea inferioară a celei mai mici valori proprii a matricii Е. Avem X | tf («92 
< (F(«) o? (D, x (9) <А |а? (9B, X > 0. Să notăm f*(t) = (V(t)x(t),x(t)). Din X|*(*)]2«/2(0«A]|*(*)2rezutáà У 
x|*(«)K/(O0«lI'A|*(«)1 


SISTEME СО ARGUMENT ÎNTÎRZIAT 353 34<> deci sup sup f( s) \x (t) V^- ^f(t) , t—2-c^s^t ИХ t—2-c^s^t ! X A 
Putem deci scrie4 - fw «f2(t)*-2tsupf(8)*f(t)dtAyxyxsi împărțind cu 2/ (t):df(t)^1,Ti3(il+i2)Jv7 
< ] — — sup / (s). dtf 2A X Putem aplica lema, luind a -^, В = T^^.2 A X Condiţia a > (3 conduce la deci Eezultá că dacă 
t13(.1t-12) 1Х2А'#<Т<А13(11+12) X A13 (A+ L2) atunci există y > 0 şi Tc > 0 astfel incitf( t) «1e — pent 
r ut> t0 deci Тс W(t) < e-pentru t 7-107 ceea ce arată că soluţia banală a sisv X ternului (20) este uniform asimptotic stabilă. 
Să observăm cá presupunind derivabilitatea matricilor A şi B am fi putut continua calculele punind în evidență şi termeni de 
gradul al doilea in t, ceea ce ar fi condus la evaluári mai bune. Eeluám acum aceeasi problemá fárá a mai folosi functia 
Liapunov. Sá considerăm sistemul x(t)-A(t)x(t) + £ («)*(«-ut,) (20") 1=1 şi sistemul obţinut pentru [j] = 0 x(t) = 'A(t)- Li =1 
x(t). (21) 
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asimptotic stabilă. Dacă U(t, s) este o matrice fundamentală de soluţii a sistemului (211), avem deci | U(t, s) | < Ke-aít-s). Fie 
x(t) o soluţie oarecare a sistemului (20). Avem x(t) = U(t, 0) a?(0) + £ C *) *»«(*) — — a?(%)]d*. i = 1 jo Fie t = max t4. 
Pentru t > 2[at vom scrie 1 »(«) = 17(«, 0)a (0)+ 17(1, s) В{($) [»(« - [х0 - &(s)]ds +1 = 1 /o + £ C U(t, s)Bi(s) [»(« - ль) - 
(&(«)]d«. 1-1 J21 XT Pe baza inegalitátii (3) avem pentru 0 <; s < 2[at evaluarea ( S|*(s)|«eu--0;]|91| «p fiind funcţia 
inițială a soluţiei a?, dată pe [— jjlt, 0]. Această evaluare este evident valabilă şi pentru s <] 0. Am notat КО = sup | A (t) |, Ki 
= sup | Bi (t) |, 17 1,..., Jc. i t Rezultă cá pentru 0 < $ < 2[at avem în orice caz ( S Ki (s-[L>:1)-x(s)<2Qyi=0 > ||<р. Pentru s 
> 2[at putem scrie rs—ii-z. fs-(XTif k 1 x(s— (ХТ — =" â(a)da = V ^(a)a?(or) + £ Bi;(or)X(G—[XT3)Jd«r deci К | x(s - 

II D) - X(8) |< (IT* y sup I x(a)  Ezultáj«(01 «*er^/|9]|- S) jjVe } |<plds + i=l Jo + V C Ke-««-8) Ki jrr« V Ki sup I 
x (a) | ds = »-1 J2HT 3 = 0 S-2ixt<O<« 


SISTEME СО ARGUMENTÍNTÍRZIAT355 34<> i * a IKK*1 *" і = Ке-*< II OIL + 4K £ Kt eu = 0 ; er^ — (е2*<- - 1) | «p || + 
W-i)akkft- KfI Ti Kifl^Á sup [*(a)|d*. »-13-0j2tXT Notăm k Ic 2ULT S t£ = К | <р | (1^ - (e2aM/r - Dj |£^jei 
—0jf^S ^1 * 1=1 3-0 Avem evaluarea | x (t) I < ie~a< + M C e—a(«—s> g Up X(G) ds. Fie Avem v (t) = e ~ \ 1 +M feas 
sup ix(c) ds. L J2iii a—2 (xtCoCs у {0) = — ae"a« i + .М\ eas sup |a?(cr) | ds + LJ2(XT *-2|АТ<0<« J | E-A< JFEA« G UP 
|= | JF GUP #(<J)|. f — < — Dar l*(«)I«t*(«) deci sup #(СТ)Ю sup V(G). t—2 (JLT«: o^t t Eezultá v'(t) ^ — «x.v(t) + M 
sup Dacă Jf < a, rezultă pe baza lemei cá există constante N $1 y astfel ca deci o inegalitate analogă are loc şi pentru | x (t). 
Prin urmare, soluţia banală a sistemului (20') rezultă exponential stabilă cu condiţia ca M < OL. Această condiţie conduce la £ 
~ *i—1j>0 
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ÎNTÎRZIERE în cele ce urmează vom arăta în ce fel, folosind metoda lui Y. M. Popov, se pot obtineconditiide stabilitate 
asimptotică în mare pentru sisteme neliniare cu intirziere, care intervin în teoria sistemelor de reglare automată. Fie sistemul 
— = Ax(t) + Bx(t- x) - 1f[c(t- <2)], а = (с, x). dt Aici A, By sînt matrici constante, | un vector constant. Yom presupune cá 
ecuaţia det (А + er^B — Х®) = o are rădăcinile in semiplanul (Ut X < — a < 0. Vom presupune de asemenea că g2 < a/(a) < 


h2 a2, си h2 < К. Fie x(t) o soluţie oarecare a sistemului $1 u(t) soluţia sistemului — = Au {t)+Bu{t — -c) + Ity(t — T), unde 
<}>(£) =/[<*($)] pentru — г < t € 0, = 0 pentru t > 0, care verifică aceleaşi condiţii initiale са şi х{1) pe [—t, 0]. Fie 0 pentru 
—t «€ / < 0, (<) = //[*(«)] pentru 0 < * < T , 0 pentru T < t. Notám cu w(t) soluţia sistemului liniar neomogen — = Aw(t) + 


initiale sînt verificate şi diferenţa x(t) — u(t) satisface acelaşi sistem ca şi w(t). Fie X(T)- £ [(c, w(t))-—-fT (t) + q(o,^]J/r( 
t)dt-- [(с, w(t))- ] f T (t) * q[e, ~J J/r (t) de = —– Ум) -^-fT + q(c, 1co2;)l/;dco. 27C J oo1& J 


SISTEME CU ARGUMENT ÎNTIRZIAT 357 Deoarece w verifică pentru t > T sistemul omogen, rezultă cá w şi descresc 
exponential, deci putem aplica formula din teoria transformatei Fourier. Am notat cu w respectiv fT transformatele Fourier ale 
lui w respectiv /. Din sistemul de ecuaţii pentru w rezultă, aplicînd transformata Fourier, iuw = Aw + e-it0T Bw + ИТ e-^«?T 
de unde se deduce w = — (А + e-ftOT B — i со1?)"11 e~i<âT/r. Inversa matricii (А + e-i«0T B — i coE)-x există deoarece 
am presupus că spectrul ei se află în semiplanul <Qiz< — а < 0. Notám M = e-1t0T(A + e-itOTB — 1^E)-H şi $ = (с, М). 
Avem w = — MfT şi deci X (T) =J - (c, M)fT - j f T - Jfico/rJf£idco = Presupunind В «Ut (1 + i co а) $> 0, obținem x (17) < 
0. Pe de altă Ic parte, x (T) = £ [<,,, or («))- 1/[a(0] + а [с, -( 5, « «) -a(*5, (9]«: Eezultă £-(')]*2[ce()]dt««£1( 
(«, и(«)) *a(o,^IjJ/[«(«)]dl.Dar/(a) -у/<")) > ^= Bezultá £ ** (T) d< + g d<r < £{(0, u («&))+ 2 (6,^-3 1 / [«(«)] 


358 TEORIACALITATIVÁ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Hotind F(G) = da, obţinem Jo fesJ^2(*) to + ^L» (17)] < qF [G 


(0)] + + £1(5, *(t)) + q[c, [*(«)]di. Avem F[G(T)]>*+G2(T), 2 deci putem scrie inegalitatea g h- a«(T ) + ^ СТа2(3) ^<аЕ[( 
J(0)]+2 Jo + £1(*5, «(*)) + q [c, [" (*)] d«. Dacă <р este funcţia iniţială a soluţiei a?(J), avem (vezi anexa care contine 
rezultatele Іш ZKTI N*. Krasovski) |u(«)|<peri]9 |, d U di Din G/(G) < a2 rezultă |/(a) | < | a |, deci in(o,u(«)) + Sfo,""U/[ 
a(«)]dl«ixsupja(«)|||91ire^df.IJol Vdt'J O^t^T Jo Tinind seama de aceasta obţinem în definitiv ^ a2 (T) + f 
a2 (t) dt^qF[G(0)]-- L21| cp || sup | a (*) |. 2 Jo o^v^T Din inegalitatea ^a 2 (Т) «^[a(0)] +12 |9] sup \о(0)\ deducem la fel 
ca în capitolul II cá I «*(t) I< MII? ID) şi tinind seama de formula variaţiei constantelor deducem şi 1 « ( *) K M M D De 
aici rezultă cál-^- < a 3 (|| 91]) şi си aceleaşi raționamente ca în | dt capitolul П rezultă din \ G2 (t) dt < C faptul cá lim G (t) = 
0. Jo 
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x(t) = 0 şi este demonstrată următoarea : /->ао TEOREMA 4.16. Dacă ecuaţia det (A  e-XT B - = 0 <irerădăcinile in 
semiplanul (Ut X < — a < 0 şi dacă există q> 0 astfel încît — + (Ut (1 +1 со q) - ^ (с, (А + B — icoJS?) 1Z) > 0, Tc atunci 
oricare ar fi funcţia f cu proprietatea cá există \ şi h2 < Tc astfel ca Aja2^ ct/((tX; a2, soluţia banală a sistemului este 
asimptotic stabilă in mare. $ 6. SISTEME LINIARE PERIODICE CU iNTIRZIERE Trecem acum la studiul sistemelor liniare 
periodice cu intirziere,refácind în acest cadru general rezultatele obţinute în teoria oscilatiilorliniare. Considerăm sistemul 
(16) presupunând în plus cá */)(£, S) şif!t) sînt periodice în t cu perioada co > T. Fie x(t, «p)solutiasistemului (16) definită 
pentru t >- —t şi саге pe [—t, 0] coincide cu <р. Din cauza periodicitátii matricii y] şi a vectorului/rezultă că x(t + co, <p)este 
o solutiea sistemului (16), definită pentru t + со > —T, deci pentru t >- — co — T. Dacă pentru —t < t <; 0 această soluţie 
coincide cu <р, atunci, pe baza teoremei de unicitate, va rezulta x(t + <*> <р) = ®(1, <р) pentru toti t^» 0. Condiţia ca 
solutiasá fie periodică se scrie deci х(со + s, <р) = «p(s) pentru $ С [T, 0]. Fie Е operatorul definit de relația F<p = #(со, + s, 
<p). Soluţia determinată de funcţia iniţială <p este periodică de perioadă co dacă şi numai dacă F<p = <p. Fie z(t, <p) soluţia 
sistemului omogen (17), definită pentru >- —t şi care pe [—r, 0] coincide cu <р. Din formula (18) rezultă x(t, 9)-z(t, 9) + 
Vf(aL)X(t, a) da. Jo Notind cu TJ operatorul definit de relaţia TJ«p = z(co + s, <p),rezultă cá putem scrie fea+s F<p = Z7«p + 
^ /(oc)X(co + $, a)da. . o Condiţia ca soluţia să fie periodică devine <р = (7«p -f- V /(a)X(co + s, а) da sau (J — 17) а» = V 
/(«)X(fi»*«, «)d« unde I este operatorul identic. 


360 TEORIA CALITATIVA A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE Operatorul TJ este complet continuu (compact) în spațiul 
Banach al functiilorvectoriale continue pe [—t, 0] cu | 91| = sup | 9 |. Pentru aceasta trebuie să verificăm că dacă H9II < M, 
mulţimea (^9) e compactă; vom arăta că această mulțime verifică cererile criteriului de compacitate al lui Arzela. într-adevăr, 
din (18) rezultă са Т]9 =9(0)Х (со+ 5, 0) +\9 (р) 40\У)(а.р — ос)Х(со +a ) аа $1 ат] ^1 К J fse obţine || [| JKT". 
Deoarece со > Т, rezultă co + s > 0, deci Z(co + s, 9) sînt derivabile şi deci funcțiile {U<p} sînt egal mărginite şi egal 
continue. Sistemul (17) va admite o soluţie periodică de perioadă co pentru orice / dacă şi numai dacă operatorul I— TJ e 
inversabil; operatorul TJ fiind compact, I—TJe inversabil dacă şi numai dacă ecuaţia Uy = 9 nu are alte soluţii decît pe cea 
nulă. Dar ecuaţia Uy = 9 determină funcţiile iniţiale ale soluţiilor periodice ale sistemului (17). Am stabilit astfel următoarea 
teoremă. TEOREMA 4.17. Condiţia necesară şi suficientă ca sistemul (16) să admită soluţii periodice, oricare ar fi funcția 
continuă periodică / , de perioadă co, este ca sistemul (17) să nu admită alte soluţii periodice de perioadă co decît cea banală. 
TEOREMA 4.18. Dacă sistemul (16) admite o soluţie mărginită, atunci el admite soluţii periodice. Cu alte cuvinte, dacă 
sistemul (16) nu admite soluţii periodice, toate soluţiile lui sînt nemárginite. Demonstraţie. Fie Am văzut că funcțiile inițiale 
ale soluţiilor periodice ale sistemului (16) verifică ecuația (I — TJ) 9 = ty. Dacă sistemul (16) nu admite soluţii periodice, ty 
nu aparţine spaţiului (I — TJ) Dar operatorul TJe compact şi deci (I — Z7)% e închis. Eezultá că distanţa de la ty la (I — TJ 
nu e nulă şi atunci există o funcţională liniară у, nulă pe (I — TJ) şi egală cu 1 pe </. Pentru orice 9 ^ avem d / ,—z(co* s, ds 
de unde rezultă că А + ,) < J f» , ds C6>+S = \ /(a) X (to + 5, а) da. y [ ( I - U ) <p] = 0, deci y[ 9 — Z7«p] = y[Sp] —y [ U> 
]=0, 


SISTEME СО ARGUMENT ÎNTÎRZIAT 361 34<> deci Din relația y( co + s, <p) = 179 + <> rezultă y+ 9 ) ] = y [09] +y 
[<J/]=y[9]+1. Avem relaţia x (t + nco, 9) = z(t, x(nco + 5, 9))+"/(a)X(i,a)da. într-adevăr, în membrul al doilea 
avem soluția sistemului (16) care pe [—t, 0] coincide cu х(пс0 + 5, 9); dar aceasta este tocmai soluția x(t + п<>>, 9). Din 
relația scrisă deducem Eelatia (22) este adevărată pentru n = 1. Mai departe y [1х((п + 1) co + 9)] = y [Z7a?(nco + 9)] + + y = 
yIX^co +9)]+1=y[9]+n+ 1 şi relaţia (22) este stabilită pentru toti n. Din această relatierezultá cá y [х (wco + 9)] este un 
sir nemărginit, deci x(t, 9) nu poate fi mărginită (functionala y e liniară şi continuă, deci mărginită). Teorema e demonstrată. $ 
7. SISTEME PERIODICE CU ARGUMENT ÍNTÍRZIAT. CAZUL CRITIC Trecînd la studiul cazului cînd sistemul (17) admite 
soluţii nenule, periodice de perioadă co, vom examina separat cazul particular al sistemelor cu argument intirziat de forma x 
[{n + 1) co + 9] = Ux(n<x> + s, 9) + <J/ Din această relaţie obţinem prin inducţie y P(nco + s, 9)] = y[9] + n. (22> x(t) = A (t) 
x(t) + B(t)x(t- T) +/(«) , unde A şi B şi f sînt continue şi periodice de perioadă co > T. Sistemul omogen corespunzător se 
scrie x(t) = A (t) x(t) + B(t)x(t — T). Sistemul adjunct sistemului (24) va fi y (t) =- y (t) A(t)-y(t + v)B(t + T). (25) (24> (23) 
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de perioadă co, atunci ^y(t)f(t)dt = o pentru toate soluţiile periodice y(t) de perioadă co ale sistemului (25). Demonstraţie. Fie 
x(t) o soluţie a sistemului (23) definită pentru i > —Т şi y (t) o solutiea sistemului (25) definită pentru t < co + Т. Pentru О < 
J< co definim (y, x) prin formula (y, x) = y (t) x{t) + ^y(t-- 7]) B(t+ 7]) x(t +73 - Т) DR]J--yw(tx(t) -FE-TY(1)B(t)x 
t 1- T) D Jt Avem^ (2/, x) = y (t) x(t) + y (t) + CXy (1) B(1)x(^- T) Dl 2 dtd£ јі= - y (t) A (0 x(t)-y(t + «r)B(t + <r)x(t) 
+y А (0 xO + + УВ (0 x(t- x) +y (0 КО + y(t + x) (t^ хх (0 -Y(0B(0x(t-21) = y(t). Dacă x (0) si y (0 sint 
periodice de perioadă co, avem (:V, %)<» = (2/7 deci f" d  — (y, &)d« = 0. Jo d* Aceasta înseamnă că = 0 Jo şi teorema e 
demonstrată. Pentru a merge mai departe începem prin a stabili o formulă analogă *си (18) pentru sistemul (25). Fie y(t) o 
sistemului (24) cu X(t, t) = X(a, t) = 0 pentru OL <t (variabila este a, iar t e fixat). Avem y (s) X (s, t) ds = - ^y (s) ($) X («, 
t) ds ^у (s+T) £(S- T) X (5, t) ds. De aici y (G) X (a, t) - y (t X (t, t ) - ? y (s) -F X (s, t) ds = Jt ds ra ro+x = - \ 
y(s)A(s)X(s,t)ds-\ y(p)B(P)X(p-T,«)dp. J« Jt+T 


SISTEME СО ARGUMENT ÎNTÎRZIAT 363 34<> Eezultă y(t) = y (G) X (a, («) A (s) X («, t) ds -^y (s) В (5) X(s- T, 0 
ds + + \ y(8)A(s)X(8,t)ds + \ y(s)B(8)X(s-T,t)ds ++ + \ y(s) B(s)X(s — T, 1) d s + V y(s) B(s)X(s —T, t)ds.+ J< J o Deoarece 
pentru t< 5 < t+ Т avemi — T < s — T < i, rezultă X(s— T, J) = = 0 pentru t < s < t + t, deci, în definitiv Yom avea nevoie şi 
de formula care corespunde formulei (18) în acest caz particular. Fie Y(a, t) o matrice ale cărei linii verifică (ca funcții de a), 
sistemul (25) pentru a < t şi condițiile Ү(1, t) =2?, Y(a, 1) = 0 pentru i < a J + T. B uşor de văzut cá o asemenea matrice poate fi 
construită prin paşi. într-adevăr, pentru t — T < a < t vom avea deci Y(a, t) se determină ca matrice fundamentală a unui sistem 
de ecuații diferențiale ordinare. Pentru t — 2T < a < t — T, Y(a, t) se va determina din sistemul în care Y(a + f, 1) se 
înlocuieşte cu matricea găsită în etapa precedentă. Operația continuă mai departe în acelaşi mod. Avem, dacă o?(a) este 
soluție a sistemului (23), (26) o — Y (cc, «)* r(a,*M(a) = 0, Y(&t)-E, Y(OL, t) +r(oc, А (а) - Y(a-*t,t) В(ОГ+ <г) -Or( 
a,t)x(adai- CT(a,t) (а) <(а) da- - VY(a,*)£(a)aj(a-«r)da* VY(a,tf(ot) da. JOJOrtrt Јо Jo 
Integrind prin părți, Y (*, t) x (t) - Y (а, t) x (a) - C [— У (a,a?(a)da=.oLdoc* У (а,*) A(a)a?(a)da-^Y(P-* Lt) 
T) x(fi)dp + 


364 TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE De aici x(t)=Y(a, t)x(a) — Jj' У (а, t)A(oi) # (а) d a — — 
CY(a+T,«)B(a+T)a?(a)da+CY(a,J)A(a)a?(a)da+rJoJorrY(arr,«)B(a+T)8B(a)da+CY(a 
,J)/(a)da.Jo—TJo Eezultăx (t)=Y(a,t)X(G)-CY(ar+T,J)f(a+T)X(a)darIt-T+TY(ar+T,«)B(a 
*tT)a?(a)da*CY(a,«)/(a)d«.Jo—T.O Dar pentru t — T <a < Јаует $ <a + T-<J+T, deci Y (a + T, f) - = 0. 
Obtinem în definitiv x(t) = Y(at)x(a) + C" Y(a* T,J) - T)8&(a)da*fY(a,J)/(a)da.Jo—T Jo Pentru / = 0 se 
capătă soluţia generală a sistemului (24). Luînd soluţiile care formează matricea X(t, a) (solutiinule pe [a — Т, а), cul(a } 
а) =12), rezultă X (t, a ) = Y (а, J). Formula precedentă devine х(0)=Х (t, G)x (A) + T X (t, a + T) B (a + T) A? (а) да + Jo-T 
+«)/(«)^(27) Aceasta este formula (18) în cazul particular al sistemului (23). Sá observăm că aici x este un vector 
coloană, în timp ce în formula (18) x era vector linie. Fie, ca mai sus, TJ operatorul definit de Z7«p = z( co + «p), unde z (t, 9) 
este soluţia sistemului (24) care pe [—t, 0] coincide cu 9. Solutiileperiodice ale sistemului (24), de perioadă co, vor fi 
determinate de functiileinitiale care verifică relaţia TJ9 = 9 şi cum am văzut cá operatorul TJ este compact rezultă că sistemul 
(24) admite un număr finit de soluţii periodice de peroadă co liniar independente. Fie acum y(t, <{;) soluţia sistemului (25) 
definită pentru J < co + T şi care pe [co, СО + T ] coincide CU O dată cu y(t, <]>) este solutiea sistemului $1 y(t — co, «1;), 
definită pentru t — co < со + T, deci pentru t <! 2co + T. Dacă y(t — co, ip) coincide cu pentru co <; t <; co + T, atunci ре baza 


SISTEME СО ARGUMENT ÎNTÎRZIAT 365 34<> teoremei de unicitate avem y(t — co, = y(t, Si soluţia e periodică. Eezultá 
deci cá functiilety care sint functiiinitialepentru soluţiile periodice ale sistemului (25) verifică relaţia y (t — co, = ty (t) pentru 
cox! t^co + T. Această relaţie se scrie, tinind seama de (26), rco* T <М«) = 4» («) X(«,«-«)*N^(5)b(1) X(1- Lt- 
а>) d£. , «0 Notám 9(5) = + co + Т), —T < S < 0. Dacă “verifică ecuaţia de mai sus, funcţia 9 verifică ecuaţia f c o +. co 
deci ?(«) =? ( — t)x(CO,s +) --(??() B(FI- T) (YJ + CO, 8 +Т) dY).(28)J-tíncele ce urmează vom 
demonstra cá ecuaţia 9 — Uy = 0 şi ecuaţia (28) au acelaşi număr de solutiiliniar independente şi cá ecuaţia 9 — TJ9 '= = 
are soluţii dacă şi numai dacă Tp(-r)F(0)—^ $(rD)B(yl--u)F(rl)dyl-0 pentru toate soluţiile 9 ale ecuaţiei (28). Fiind date două 
functiimatriciale 9 definite pe [—t, 0], pentru саге înmulţirea este posibilă, definim operaţia - x M- T)9(0) -(?1T(T) 
B(Ţ+T)9(5)D5.J-t Această operatieeste evident biliniară. Să punem în evidenţă următoarea proprietate fundamentală 
««L(a), M(OL,G)>,N(0OL)> = <1(а),<М (а, а), М (а) >>. Q9)Fie X(a)==<i(a),Jf(a,a)>. AvemJST(a)=i(- 
Т) М (а, 0) +с° ЦЮ) B(t*xM(a,5)d?; 


366 TEORIACALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Eezultă < К («), N (а) > -^L(- х) М(- 0) +1({) В+ + 
T) M{-X, $)cU;iV(0)j0 |i (- T) J1£(^0) +10 ++ DM(, v,) dvjjs + x)N(t) «It = L(-T)M(-T, 0) М (0) + + 

L(ri)B(ri* T)M(?ri)zi^B(t* T)NtO & = + £(y)) Biv H)M (-7,2))^ (0) d T) L(rl) В(гі++Т)[7 IJfS,TDB(5 + Т)21(5)а5|41 
= £(-T)[If(-T,0)2N0)+ + M(Z,t) B(t * DJV(^d?JdY)-7 < (о), <Jf(«,a),2T(«)» . Eelatia (29) e 
demonstrată. Considerăm ecuaţia «p («) - x ^ (« - T ) «p (0) - X Kx (s, 1)) B (1) + T) «p (YJ) d V = X (s) (30) care cu notatiile 


adoptate se scrie «p (s) — X < Kx (s, а), <р (а) > = х (*)* Căutăm soluţia sub forma <р (5 ) =£ X« ?, («).. i =0 înlocuind in 
ecuaţie şi identificînd coeficientiiputerilor lui X obţinem «Po (*) = (*)> ?«(«) = < К i (> <Р*-1 (a) > * 


SISTEME CU ARGUMENT ÎNTÎRZIAT 367 De aici rezultă |9 i (*)| < sup |x unde M este oricât de mic dacă este suficient de 
mic. Eezultá că dacă | Kx | e suficient de mic pentru ca M < 1, seria converge uniform şi absolut pentru X = 1. Аует 9 1 (S) = 
«Kx(8, a), x(a) >. Verificám prin inducţie formula «PI(«) =< K I( S, A,X(A) > , unde Kx (s, УЛ = <К 1 (s, a), K-1—1 (a, 
YJ) > într-adevăr, avem 9n-i(*)= < Ki1(S,ot),cpl(oc) =  X1(S,0c), < K?o (a, YJ), X (tq) ^ ^ << Ј^(*, a), Kx (a, 
7) >, Хһ)>=<(*%, tq), X (*]) ».Notind ($, YL)-FIKL(S,YJ) i rezultă cá soluţia ecuaţiei (30) pentru X = 1 se 
scrie <Р(«)=Х(*)+ <r(* > a),x (a ) >. Fie acum ecuaţia 9 (5) - X9(- T) KX(0,s)- X9 (YJ) B (Y) * T) Kx(Y), 5) dY) 
= X («) (31 > care cu notatiile adoptate se scrie 9 (s) - X <9 (a), ^(a, s) > = x (s). Căutăm din nou soluţia sub forma ?(«) = £ 
xi W îi = 0 obţinem 90(*) = X (*)> ?«(*) = < ?i-i (a), s ) >. Ca mai sus se arată convergenta absolută şi uniformă a seriei 
dacă |JSIJ e destul de mic si X = 1 si prin inductiese obţine (s) = < (<*), % (а,*) > und e =< Ă - ia)» (a»«) > 


3 68 TEORIA CALITATIVĂ A ECUATIILOR DIFERENȚIA LE în definitiv, soIntia ecuaţiei (31) pentru X = 1 se scrie ?(s) = 
X(s) + < x(a), f (a, s)» unde r(Yi, s) =f J KI ('fi,s). 1-1 Demonstrám prin inducţie relaţia 2,(7), s) =Х,(7),5). Avem #2 (1» *) = 
< KI (> «)>-К («»«)7- ^2 «)* Presupunem egalitatea adevărată pentru j < 1. Avem Kt (tj, s) = < Kx (0), €), К^ (а, $) > -Kt 
(tq, S) = = < îti-1(y), а), К t (а, s) > = ($, а), Кх (а, s) > deci ^ii ) = < Ki (*)> («,*)> = = < (tj, а), < Ki^(a, p), Кх (р, s) 
»--(7,a),t£(a, 0)>,*!(&«)>==<К, (ТО, р), Kx (p, s)> =< tf, (7), Р), Kx(Bs) > = КІ! (7), s). Eezultá astfel cá 
r(7),s) = r(7),s) şi soluţia ecuaţiei (31) pentru X = 1 se scrie ? ( « ) = X(«)* </.(«) , T(a,.v)>. Ecuația ‚p -=^ (5) , se scrie, 
tinind seama de formula (27), <p(s)-X(w+s,0)9(0)-CX(6> + s,71 + DjB(7)* T)«p(7)d7)-"s) J - T sau «p(«) - < 
X (co + Yi + T), «p (Y)) > =F (s). Deoarece X (co + S, yj + T) este uniform continuă în pătratul — T « Y) «0,— T«S«0 
, putem scrie, folosind de exemplu teorema Іш Weierstrass, X (со + 8, rj + T) = £ ak (8) bk(*/]) + Кх (*, Y), К 


SISTEME СО ARGUMENT ÎNTÎRZIAT 369 34<> unde ak (s) sînt vectori coloană, bk (*/])vectori linie, {ak} si {bk} sînt 
liniar independenţi, iar (s, yj) | poate fi luată oricît de mică. Ecuația <р — сг<р = Е devine ? ( *) - YJ), 9 (YÎ)> —F(S) К deci 
?(«)-£a*Wcz?(n)»- «KAs,YJ,?(V))»-F(8)ksau9(*)-«El1(8,rl),«p(Y)»-£a4(s)«M*1),9(t 
) ) > +Е($). k I Totind 9(s) - < (s, 7)), 9 (YI) > 2 («) deducem ?(«) = х(ѕ)+ < T ( « , a), х(«)> şi obţinem pentru -/(s) ecuaţia x 
(«) = £«*(*)«&*(*)), x)-(Y), ),z( «) » » --F(s) ("*) ksau Х(*) = £ «*(«)[€ MD,xOD» + « MI), 
«(Tf«)x«) FH, W2k-2S«t(«)[«Xh)»-*««Ml1),r(7,a3)»,X(a) >] +# (X) =К=#«*(®) < 6»(«) - X MI)» 
r(7), a) >, X («) > +-Е(«) К deci, in definitiv, X («) = £ (*) < (а), X (a) > + Е («), kunde («) = &*(«) + «x Ml),r(y, a)». 
Eezultá de aici cá k înlocuind în ecuaţia (***) se obţine S % (8) = Y>ak(s)<bk(a),F(a)+VX,a,(a)>.kba 


370 TEORIA CALITATIVA A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE Tinind seama de faptul că vectorii ak sînt liniar independenţi 
deducem = + / *, (32) unde УК] =<&*(а),а?(а)>,/*=<Ма),*7(а)>. Sistemul (32) are soluţie dacă $1 numai 
dacă £ / » h - 0 (33) pentru toate soluţiile sistemului H* = £ Y» Vi - (34) i Deoarece sistemul (32) este echivalent cu ecuaţia în 
iar aceasta e echivalentă cu ecuaţia 9 — TJ 9 = Е rezultă cá (33) reprezintă condiţia necesară şi suficientă ca 9 — TJy = Е să 
admită soluţii. Pentru a vedea ce reprezintă condiţia (33) să observăm că ecuaţia (28) se scrie 9 (*) = < 9 (oc), X (а + со, 8 + 
Т) > sau ?(*) = <?(*),$>*(*)&*(«) + К1(*,8)>, К deci ? (*)-<?(a),(a,8)>=£<9(a),ak(a) > bk (s). К Punind 9 (8) - 
<9 (а), Кх(а, 8) >=х (*) obţinem 9 (0 =X (s)+<X(a),r(a,* ) >, ceea ce ne conduce pentru x la ecuația ($) - < X 
(а) +<х(1), г (уј,а) >,а, (а) > БК (<> К саге se mai scrie X (4) = E < X to), % (tq) > 6* (° ) . k unde % =a *(1) + «r 
(у,а),а* (а) >. 


SISTEME СО ARGUMENT ÎNTÎRZIAT 371 34<> Soluţia acestei ecuaţii va fi de forma X (*) = £ V-* b* (*) К şi înlocuind în 
ecuaţie obţinem £ H* = £ < Е Vi h (ri s* (У) >h (s) КК] de unde, tinindseama că vectorii bk sînt liniar independenţi, V-K = E 
TIK HI Tik = < H (**})> АК (YD > . (3 5)? Verificăm egalitatea yjk = УК. Avem ok = < h Wfak W + «rh, a), ak (а) >> = 
< 6, (YJ), % (YJ) > + + < (ij), < г (35 0,*(0> >=<(*]), «*>++<<6, В (ҮЈ,а) >, А*(а)>=<Ы (а) + < 6, (ҮЈ), 
В (УТ, а) >, ak (а) > = = «V(«*)»ak (a ) > = * Eezultá că sistemul (35) coincide cu (34). Condiţia (33) se scrie £ Lk < \ (а), Е 
(a) > = 0, sau, tinind seama de expresia Іш bk, К £ yk < БК («) + < bk (0), Т (Уьа)>,Е(а)>=0. k Dacă verifică sistemul 
(35), avem E V-k h (s) = X (s)k deci condiţia (33) devine <Х (a), ^(а)>-+<<Х (rj, T (YJ, a) >,Е(а) > = 0. Dar Х(«) + < 
Х(0> ra) > + ?(«)> şi obținem în definitiv condiţia < 9(a),JP(a) > = 0. Am ajuns astfel la următorul rezultat: condiția 
necesară şi suficientă ca ecuaţia cp — Uy = Е să aibă soluţie este са < t(«),J»(«) > = 0, pentru toate soluţiile Cale ecuaţiei 
(28). Tinind seama de faptul că /stt-*s - F ( *) =\- X (со + 5, <х), / (а) аа 


372 TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Şi condiţia 50 scrie • (tt) t^(tt, «)/(«)d« + C? Ҳу) +Т+ 
CO)£(y] +.0J - TFFW-+-TQ-1+ Т)ТУХ(СО + YJ,a)/(a) da dyj =0. їп Шота integrală permutám ordinea de integrare 
şi obtinemtK ^г^Ка)/ (а) аа+г"ІТТҮ (ҮЈ+Т+со) В (Ү) + Јо ЈоЈ-Т+Т) Х (со + ҮЈ, а) 4У)1 / (а) аа+г<р 
(ҮЈ+Т + co) В (YJ +J « co—tL Ja-0) ^ r)X (со + Yl, а) DY)j/(a)da-0. Dar pentru у) «a — coavema > со + y], deci 


X(co + tj, a) = 0, deci in ultima integrală putem înlocui pe a — co cu —t şi condiţia se scrie -HCO)TX(CO, «)/(«) D«* К 
FÎ° ХҮ) +Т+ СО) ЈВ(Ү] *JoJoLJ- T+r)X(co+ Yi,a)d Y]j/(a)da-0 заи /*о) г pco*T "і \ О(а>)Х(о>,а) +\В ( 
5)X(5-T,«)d5/|/(«)da-O. Tinind seama de formula (26), această condiţie se scrie («)/(«)d« = 0, (36) . 0 unde y(a) 
este soluţia sistemului (25) care pe [co, co + T] coincide cu Dar 9 este soluţie a ecuaţiei (28) deci ^ este funcţie iniţială a unei 
solutii periodice a sistemului (25). Am demonstrat astfel urmátoarea teoremá : TEOREMA 4.20. Sistemele (24) si (25) au 
acelaşi număr de soluţii periodice de perioadă co liniar independente. Dacă este îndeplinită condiţia (36) pentru toate 
soluţiile periodice independente ale sistemului (25), atunci sistemul (23) admite soluţii periodice. Faptul că cele două sisteme 
(24) şi (25) au acelaşi număr de soluţii periodice de perioadă co liniar independente, se vede în felul următor. Numărul 
soluţiilor periodice liniar independente ale sistemului (25) este egal 


SISTEME CU ARGUMENT ÎNTÎRZIAT 373<> cu cel al soluţiilor independente ale sistemului (35), iar numărul soluţiilor 
periodice liniar independente ale sistemului (24) este egal cu cel al soluţiilor independente ale sistemului care se obţine în 
(32) cînd fk = 0. Cele două sisteme de ecuaţii liniare au acelaşi număr de soluţii liniar independente, deoarece matricea 
sistemului (35) este transpusa matricii sistemului (32). $8. CAZUL CRITIC LA SISTEME GENERALE CU ÎNTÎRZIERE 
Eeluám aceeaşi problemă în cazul general. Sistemul adjunct sistemului (17) are forma — [у («) + T(« Y,Y)2/(a-Y)d 
У | =0 (37) da sau V (a) + [ v) (a — y, y) y (a — Y) dY = const. J- ОО Deoarece Tj (ts) = 0 pentru $ > 0 şi s < — T, acest 
sistem se scrie 2/(a) tj(P, a - (P) dp = const. * a Eezultá cá pentru G fixat putem scrie ра+Т роГу(«)+\Р)у(Р)ар=у(а 
) +^\У)($,<7- р)у(р) dp • a Jo sau y («) + 7) (P, a - P) y (p) dp = y (G) + «a/*O*T fa+T + \ TQ (Р, а — P)y(p)dp-v7)( 
P,«-p)y(p)dp.Jo Jo Dacă se dă soluția y pe segmentul [A,A + T], atunci pentru A<CR în membrul al doilea se află o 
funcție cunoscută şi y se determină pentru a <<7 dintr-un sistem de ecuații integrale de tip Volterra. Aceasta permite să se 
formuleze pentru sistemul (37) teorema de existență şi unicitate. Pentru fiecare funcție inițială cu variații mărginită pe [G\G + 
T] soluția există şi e unică în clasa funcțiilor cu variație mărginită. Dacă funcția inițială e continuă, soluția rezultă continuă. 
FieX(a,Y) matricea ale cărei linii sînt soluții ale sistemului (17) nule pentru а<У, şiastfel co,X(y,y)=E. Pentru t<G şi o soluție 
y(a) a sistemului (37) a cărei funcție inițială e cu variație mărginită, avem £ X(«,t)dy(*)-X(G,t)y(G)-X(tt)y(t)-^ X (a, |] y (a) 
da. 


374 TEORIACALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE De aici y (t) = X (a,t) y (G) + £ X ( m) da 73 (a - T, Y) y (a - 
у) dYJ X (а + ««)d£ 1(а,«)Ју(а)аа. Dar = C X(p,*)dpT 73K p-a) y(a)da*rX(p«)dpT^a^-^^ajda.J-00 Ji J< J3 
Eezultá y (t) =х (а, t) y (G) + T X (p, «)43 T 73 (a, р-а) (а) da J« J3 - C X (P, «)dp 7)(a, р-а) y (a) da - ( ° I (p, *)dp (a, 
p -a) y (a)da. J-00 Jt Jt Јр Deoarece X (p, t) = 0 pentru р < t, cea de-a doua integrală e nulă şi obţinem y(t)=X (G, t) y (G) + £ 
X (р, t) dp 7) (a, p - a)y (a) da. Tinind din nou seama de faptul cá X(p, t) ~ 0 pentru p«$, scriem у(0)=Х (a, t) y (G) +r X (P, t) 
dp 7](a, p - a) 1/ (а) da J——00 Jo şi, deoarece 73 (a, p — а) = 0 pentru p — а < — T, у(0=Х (a, t) y (G) + X (p, t) dp 73 (a, p - 
а) y (a) da. (38) Direct din sistemul (37) se vede cá dacă y (a) e soluţie a sistemului atunci y(a—co) este de asemenea soluţie, 
căci 73 (t,s) e periodică in t cu perioadă co. Fie y (а,^) soluţia sistemului (37) definită pentru a<co cu ajutorul funcţiei cu 
variatiemárginitá pe [co,co + T]. Functiay(cc—co, va fi şi ea soluţie şi această soluţie e definită pentru а — со<со deci 
pentru а<2со. Dacă pentru со<а<со + T această soluţie coincide cu rezultă cá pentru а<со еа va coincide cu 2/(а,^), deci y(a 
— со, (J;) = 2/(a, <Ј/) şi solutiay( а,^) este periodică de perioadă co. Prin urmare, condiţia ca soluţia să fie periodică de 
perioadă cose scrie y (OL— СО, = <(J pentru co <a «co + + T. Tinind seama de (38), această condiţie se scrie rco гсо+х <]> 
(a) =Х(<о, a - <о) <Н<о) +V X (5 ,а- «) ар \У)(Ү,5-ҮҢ(у)аҮ. —T . rii 


SISTEME CU ARGUMENT ÎNTÎRZIAT 375<> Notăm 9 (s) = ty (s + со + T) ; obtinem9 (s) = X (co, s + T) 9( — T) + r«0 
РСО-Т +\Х(р,ѕ5+Т) 43 У7)(Ү,Р-Ү)?(Ү-<о-Т)аӣу. Јо— T Хо Fácind in ultima integrală y — co — T = 
obţinem 9(5) =X (со, s +t) 9( —t) -- T X(Bs -x)Ó3X73(? - CO* T, p-?-CO- T)9(?)d? .Jo-T J-T Punem in 
prima integrală p = £ + со şi obtinem9 ($) = (со, 8 + T) 9( — T) +++ <*%,5 + + t-x)y(t)fd5. (39) Soluţiile ecuaţiei (39) 
dau funcţiile initiale ale soluţiilor periodice ale sistemului (37)/ Pe baza formulei (18) avem a (t, 9) =? (0) X (t, 0) +9 («)da 
^73 (а, з-а) Х (ба) аа++с/(«)- *(*>а) аа. Јо Deoarece а > 0, dacă $ < — Т, rezultă s — а < — T, deci (а,з — a) = 
0 şi formula se poate scrie x(t, 9) = <р (0) JET («,0) + f9 (s) dg C 7) (а, s— a) X (&, а) da J-TJO -J/(a) X(«,a) da. 
Tinind seama de faptul cá X (taL)- 0 pentru t < a, deducem^(«, ?) 22(0) X («,0) + ^? (8) 7) (a, 8- OD)X (6 a) аа+ *J 
/(«)-*(*2«) da. 


376 TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Dar s 0 si deci dacă a > T avem 8 — а <! — T şi 73 (а, $ — 
a) = 0 deci in definitiv x(t, 9) = «p(0)X(t,0) +С° 9(s) da C 7] (а, 0 - a)X(*, а)да + J—TJO+C/(a)X(t,a)da Jo sau 
«(«,?) = ?(0)X(«,0) + «p(P)d^? 73 (Y L,P— y - Т)Х (уу + D)dy + + ('/(«)-*(*> а) da. Jo Condiţia ca soluţia să fie periodică 
se scrie, după cum am mai văzut,. x(<* + s, 9 ) = 9 (s), deci 9(s) = 9(0)X(co +s ,0 ) +J } 9(P)df? 73 (y +T, p - y - Т)Х (со + 
fCO45 +5, Ү+Т) ау+\/(«) *( «+», а) da. (40> Definim operaţia «р, | > = <р(0)</(-Т)+С° «p(Y)der + J—T J-T 
Demonstrám proprietatea fundamentală <<Х(р),Жр,а)>,ЛМТ((7)> ==<X(p),<Jf(p,a)>,INr(a)>>. (41> Нек (a) 
—-«£(p),M(pa)»,P(p)-«M(p, а), INT (а) >. AvemZ((T) - £(0)1f(- T,a) *C? X(ypdY F 73 +T, y- ifa)d?, J-T 


J—T<<Z(p), JIf (p, <r) >, -2V (a) >= < (К (<r), JT (0 >=Z(0)N(-T)++K(9) dYij(5+T,Y-5-T)IJT(5)d5 
==[z(0)1f(-T,0)+J*i(Y)dY J? 1,65 + 


SISTEME CU ARGUMENT ÎNTÎRZIAT 377<> T) + LL(0)M (t, y) -2£(- T, O)j y(- T) &LY-A-T)N( a )da=L(0) M( 
T,Y)dY7)(a-*T,Y-a-T)JV(a)daj + JTT-T-*t,y « t)^(«)da-£(0)p(-t)i1i(y)dy^?-*»T*T-* Tt 
-1-Т) МСУ) 9 9У7) (а+Т, Y-a- T)N(3da--£(0)P(-t) -*—T—T-(j?^(S* T^-t- T)^0M Y) (a** T, 
y-«-T)JT(a)dajd5-Z(0)P(-T)* * DBt-5- T)FJF(5,0)2R(-T) -*(?MdY71I(a** T, Y-A- T)^( 
a)dajd5-£(0)P(-T)*^?1^dt(^*],($* -* D,t-5- T)P(S5)CL5-«£(p),P(p)»--«1i(P),«M (p, 
a)N(a) > > . Relaţia (41) este astfel demonstrată. 


3 78 TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENŢIALE Considerăm ecuaţia 9 (s) - X < 9 (a), Kx (a, s) >= x («) si 
căutăm soluţia ei sub forma »=о Se capătă ?Q («) = X (*)> ?< («) = € 71-1 («*)» (<*> s) >. De aici rezultă că dacă | JBrx | e 
suficient de mic, seria este uniform şi absolut convergentă pentru X = 1. Avem ?i (*) = < x («0» (<*>*) > , = <х(<*)>К1 
(<*>*) > unde Kx (ос,5) = < Ki—i (а, a), J^ (a, s) >. într-adevăr, ?1(«) = < ?i (<*)> (<*>*) > = < < x(a), а)>,КІ (a, 0) > = = 
<Х(а), <КІ(®,<5),К(<11 s)>=<Z(a),^i+1(a,«)>.Notînd Ка, 0) = # *, («, 0), 1 deducem că soluţia ecuaţiei ? ( « ) 
- < ?(«*), К (а, > =х(«) se serie ? («) = X («) +< (<*> r (a, «) >. Considerăm acum ecuaţia 9 (s) - X < Кх (s, а), 9 (а) > = 
x (*) şi căutăm soluţia sub forma 9 (s) - £j X< 91 («). 1-0 Obtinem Ca mai sus se deduce cá seria e uniform şi absolut 
convergentă pentru X = 1 dacă \K1\ е suficient de mic. De asemenea 91 (s) = < JCia), х(а) >, 9, ($) = < % («, а), x (a) >, 
und e K% (8,3) = < ЈВІЈ (5, а),(а,а)>. 


SISTEME CU ARGUMENT ÎNTÎRZIAT 379 într-adevăr, НН = <Zi(s, «),9,(а)> = («,«), <К%(а, р),х(Р) >> = = « - ffx 
(40%, (а,р)>, X (P) = <jf,+1(«,P),X (P)> * Eezultá că soluţia ecuaţiei 9 (s) - < Kx (s, a), 9 (а) > = x(s) О dată de ?(«) -Í W 
+< a),x(a)> , unde f (s,a) = a). i Dovedim că S , («, a) = (s, a). Avem K2 (S, а) = < Ey (s, <x), (a, а) > = JC, (s, a). 
Presupunem egalitatea adevărată pentru j «X Atunci .BT,(s, a) = <-К:,_1(«,р),-НХ (р, «.)> =Kt(« a) = <Р), == «KI (», 
P),*i-1(P, « ) > JBTI-X(«, a) = «Kt (s, P), (P, а) > = = JTI (»,Y),Jfi-i(r»P)» fKx(p,«)» = <Jri(«,T)<]fM (Ү,р)А(р,а)>> = = < 
^x («, Y)» -K:t (Y> «) > = «^x («,Y)? х, (Y» «) > = (4 «)* Eezultá de aici f («, «) =r («, a). Deoarece X (to + s, a + t) este 
uniform continuă in — T <! a <! 0, —T < S «0, putem scrie X (ca +a - T) = YA" (A) В * («) + ( «' «>» kunde ak (OL) 
sînt vectori coloană, bk (S) vectori linie, {ak} şi {bk} sînt formate din vectori liniar independenţi, iar WX | poate fi luat oricît 
de mic. Ecuația (40) se scrie ? (*) = <? (<*) > - * (МА + 0)> +Е(5 ), deci 9 (8) =<9 (а), £% (*) + «)> + V (8) К sau 
91s)-«tt(a), Ki(a,8)» = £ <9а*(®)>К (s) + F (s). 


380 TEORIA CALITATIVA A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE Notăm ($) - < 9 (<r), Kx (а, s) > = х («) obținem ?(«) = X W 
+ <х(°), г (*,*)>, de unde deducem pentru x ecuaţia X («) = £< X (*) + € X (a), r (a, а) >, a, (a) > bk (s) +° Е ($) k sau X («) 
=5«(*)>+<Х(«), <Т(<, (7), % ( *) >> ) bk(s)*F (s). (*) К Notind % (a) + « r (a, a), ak (a) > = ák (a), obţinem x(«) 
= 5 < x (<«),**(*) »&*(«)**«(«). К De aici deducem К şi înlocuind in ecuaţia (*), obținem S x*h* W = £ < S ^a*¥ ^> M«&) +E < 
* (°> > b* w k kj К de unde 1 fk = <Е(о),аК(о)>. (42) Sistemul (42) are soluții dacă şi numai dacă £/*(** = 0 (43) k pentru 
toate soluțiile sistemului V* = ETFOFT- ( 4 4 ) i Deoarece (42) este echivalent cu ecuația în x (s) iar aceasta e echivalentă cu 
(40), rezultă cá (43) reprezintă condiția necesară şi suficientă pentru ca (40) să aibă solutii,deci pentru ca sistemul (16) să 
aibă soluţii periodiceEcuatia (39) se scrie 9 (S) =< X (co + a, S + T), 9 (а) > , deci 


SISTEME CU ARGUMENT ÎNTÎRZIAT 381sau 9 ($ ) - «k1(s,g),?(G)» = %ak(s) <bk(G), 9 (g) >. k Punem ($) - < kx (S, 
G), 9 (о) > =X (5) şi obținem ?(*) =х(5) + < T(s, а) x(a ) >, de unde deducem pentru x (s) ecuația X (s) = E%(«) <h Ка, 
а), x(a)>>=k=Ea*(*){<(<*) X(%)>+<<h(a), Т (а, а) >, х(а) >} = К=#М«) <М «), х(а)>> kunde (a) = (a) + 
< (а), T (a, а) >. Eezultá X (0 = E P* % («) К şi înlocuind Е ^а* W = E а* W < bk (a), Е ft a> (a) > » ЕК] decip*=E ^] 
unde У« =<М°0,а, (а) >. Аует = Y,.*. într-adevăr, Yw =< M M«) + < (<*)> г (а, а) >, a,- (а) > = < bk (а), a, (а) » ++ < 
bk (а), < (а, а), а,.(а)>> Ү/ = <bk(G).ăj(G)> = <bk(G),aj(G) + < r (G, a), a, (a) > > = = «bk (а), a, (а) > + < bk (G), < T (a, 
а), a, (а) >>. Eezultá că dacă ^ verifică sistemul (44), atunci ?(«) = x(«) + <T(s,a),X (а) >, unde Х(«) = verifică ecuaţia 
(39) şi reciproc. 


382 TEORIACALITATIVÁ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Mai departe, £ / * fr = £ V-* < F (f) > = S^«^(a)»a* + КК 
k+=<r(a,a),afc(a)>>==<J7(a),£ (1*а* (а) >+К+<Р(с), < (а, «), $ |1 *а»(«)»=х(«) > +к+<Е(а), < 
r(c, «),x(«)>>==<F(o),?(a)>. Eezultă de aici cá (43) se scrie < F ( o ), v (o ) >= 0, pentru toate soluţiile ecuaţiei 
(39). Аует<Ј(«Т), 9 (а) >= ^/ (а) Х(+о,а) аа? (-тг) + fO/fco*3Vpo* IV/(OO)X(co*-P,a)da7)(a* E (3- 
а-Т>9(а)аа. раг ?(*) = +(* + «+ Т) şi avem succesiv <Е (а), у (а) > = ^/ (а) Х(со,а)аа^(со) ++У^Е 
(<х)Х (to + (J, a) dajdp^7) В -1- <>) + (5) 4? = /*со ро /(*<*>3 = У/ (а) Х(©,а) «|» («) да+ ^^/(«) *(©+ 
HCO-T ЕСО /eco r /* от СОТ "i +\/ (а) КХ(«+р,а)аѕ\у (5,р- 5 + «) <>(5) а*аа= Јо LJa—<o Ј<о J/ 
*cor/*copco* T "1 = а) (©) Х (у, «)а^Ү- 5) 4»(?) 47 da. Tinind seama de formula (38) deducem în definitiv cá < Е (а), ? 


(<) > = £/ (а) y (a) da, 


SISTEME CU ARGUMENT ÎNTÎRZIAT 383unde y este soluţia periodică a sistemului (37) determinată de funcţia iniţială Am 
obţinut astfel următoarea teoremă: TEOREMA 4.19'. Sistemele (17) şi (37) au acelaşi număr (finit) de soluţii periodice de 
perioadă co liniar independente. Condiţia necesară şi suficientă ca sistemul (16) să admită soluţii periodice de perioadă co 
este ca rto \ /(а) y (a) da = 0 pentru toate soluţiile periodice y (a), de perioadă а> Jo ale sistemului (37). $ ?. TEORIA 
STABILITĂȚII SISTEMELOR LINIARE PERIODICE CU ÎNTÎRZIERE "Ne propunem să studiem problema stabilităţii 
soluţiei banale pentru sistemul (17) în cazul cînd matricea t](t, s) este periodică în t cu perioadă C O > T . Fie x (t, t0, <р) 
soluţia sistemului (17) definită pentru t0—r care pe [*0 — T, JO] coincide cu cp. Din cauza periodicitátii sistemului, x(t+ 
<0,0, cp) va fi de asemenea soluţie. Notám Оо operatorul definit de Cuo ? = 8 (1+5 — — T «s < V Avem TJt^ 9 ~ 9 Si 
x(t + co + s — t0, <р) = Uuo x(to + s, t0, <р) = 0,0 17/,+»./, 91 deci I7i+<0,<0 = UttOUt0--—*,t0 • Fie № «Ct-t0 «(JV + 1)co, 
deci 1= t0 + jw o - 0 « < со. Avem tfuo == Ct0+'+Ntii,t0 = Î7ft+<'.<, • Ре baza inegalitátii (3) rezultă unde Jf0 este o 
constantă care depinde numai de funcţia 73. Prin urmare II^Mo IK^oll^o +-.1.П. Eezultá de aici Hllcpll, deci proprietăţile de 
stabilitate vor depinde numai de comportarea șirului II «0II «Dacá există M > 0 astfel ca pentru orice N natural şi orice t0 % 0 
să avem 


3 8 4 TEORIACALITATIVÁ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE soluţia banală a sistemului (17) este uniform stabilă. Dacă 
există k > 0 şi s 1> 0 astfel încît pentru orice N natural şi orice t0 > 0 să avem va rezulta stabilitatea asimptotică uniformă. 
După cum am mai văzut, operatorul TJTO +<0. TO este compact, dacă О> > T (am arătat acest lucru în cazul t0 = 0, dar 
demonstraţia e aceeaşi şi în cazul general). Pentru orice operator 17, valorile X cu |Х| > || 7] nu se află în spectru, deci pentru 
orice X din spectru avem | X | «Jf7|, deci I X*|«|17"|| şi din |17%|< M rezultă | X < M pentru N = 1,2,.. -ceea ce implică [X |< 1. 
Eezultá cá dacă | UNMCM, atunci spectrul lui TJ se află în cercul unitate. Notînd cu <r( U) spectrul operatorului 17, fie G( ТЈ) 
= G1\J°2> unde СХ este in| |< 1 iar G2 pe | X |= 1. Dacă TJ este compact, atunci şi G2 sint separate şi G2 este finită. 
Spaţiul « pe care este dat TJ se descompune în sumă directă = O şi corespunzător TJ = TJ+ © U2 , astfel ca G(UX) = G(U2) = 
G2. Eezultá UN =U? QUS şi dacă |tF|[cilf, atunci | |^ | |< M. Deoarece U2 nu are originea în spectru, rezultă cá este de 
dimensiune finită, deci U2 poate fi reprezentat printr-o matrice. Dacă | TJ$ |<M, valorile proprii ale acestei matrici fiind 
situate pe cercul unitate, trebuie să aibă divizori elementari simpli. Prin urmare, dacă TJ e compact şi || TJN |«[JIf pentru orice 
N natural, spectrul său este în cercul | X | 1 iar valorilor proprii situate pe | X |= 1 le corespund divizori elementari simpli. 
Eeciproc, dacă spectrul operatorului compact TJ se află în cercul | X | < 1 iar valorile proprii de ре | X |= 1 au divizori 
elementari simpli, rezultă TJ == TJ1 © U29 |t7^KJf si ^( TJX) situat în cercul | X | < 1. Dar pentru orice operator avem relaţia 
i sup | G(TJ) | -lim| UNWN ; dacă operatorul e compact, atunci sup |<r(t7) | e atinsă pentru o valoare proprie, căci singurul 
punct de acumulare al spectrului e origina. Eezultá cá dacă cr(TJ^ e în cercul | X | € 1 , atunci sup | a(t71) | € 1 , deci i Um || t7?]| 
п=а < 1. п-+ао De aici deducem cá pentru n suficient de mare ceea ce arată cá pentru orice N natural avem || Df]| <*(!-«)*. în 
definitiv || TJN || rezultă mărginită. Am arătat astfel că dacă TJ e compact, necesar şi suficient pentru ca|D?TM|| < M pentru orice 
N natural este ca spectrul său să se afle în cercul | | < 1 iar valorilor proprii de pe | | = 1 să le corespundă divizori 
elementari simpli. Vom aplica acest rezultat general operatorului TJTO + <*, TO. 


SISTEME CU ARGUMENT ÎNTÎRZIAT 385DEFINITIE. Valorile proprii ale operatorului se numesc multiplicatorii 
sistemului. Pentru a justifica această definitiesá arătăm că dacă p este un multiplicator, există o soluţie a sistemului (17) pentru 
care x(t + co) = p x(t). într-adevăr, fie <р o funcţie proprie corespunzătoare Іш p; avem ? = p?j deci Ut+a>,t0 9 = Uu0 UIO + 
£0,FO 9 = pUu0 9 sau x(t + co +s —10, t0, 9) = p x(t + s — t0, t0, <р). Pentru s = t0 obţinem x{t + co, cp) = pa?(J, >9)* 
Еесіргос, dacă există o soluţie de forma x(t, 20>9)> cu proprietatea x(t + t*, 10] cp) = JO,cp), atunci р este valoare proprie а 
lui Uit+W><0. într-adevăr, egalitatea scrisă devine pentru t0 — Т <; s < - f co, JO,cp) = рер deci UTO+C>,FO 9 = PO şi pe 
valoare proprie a lui Ut9-+uj0 .Se vede imediat că dacă notăm — Inp, soluţia x(t) cu proprietatea x(t + со) = px(t) are structura 
со x(t) =extu(t) cu u(t) periodică de perioadă co. într-adevăr, u(t + co) = ^ е-ИН«» x(t + = e-xt e-xco 9X(t) = e-M x (t) = in 
concluzie putem formula următorul rezultat: TEOREMA 4.21. Dacă soluţia banală a sistemului (17) este uniform stabilă, 
multiplicatorii sistemului se află pentru orice #0 în cercul VÀ «11, celor de pe cercul |z | = 1 corespunzindu-le divizori 
elementari simpli. Dacă soluţia banală a sistemului (17) este uniform asimptotic stabilă, există s > 0 astfel ca pentru orice t0 
multiplicatorii sistemului să se afle în z | «1—e. Dacă există s > 0 astfel încît pentru orice t0 multiplicatorii sistemului să se 
afle în cercul |zj 1 — s, atunci soluţia banală a sistemului este uniform asimptotic stabilă. Dacă multiplicatorii sistemului se 
află în cercul j£|<;i, celor de pe cercul à = 1 corespunzindu-le divizori elementari simpli, soluţia banală a sistemului (17) este 
stabilă. 


386 TEORIACALITATIVÀ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Considerăm sistemul (16) cu f(t) = eXfc g(t) şi căutăm condiţii 
care asigură că el admite soluţii de forma ext Л (t), g şi Ji fiind periodice de perioadă co. Punind x(t) = еп Ji {t) avem Хех< Ji 
(t) + ext h (t) = ^ ех«+*> Л (t + s) ds 73 (ts) + eXfc g(t) . —«o deci h(t) = - Xh (t) + Ji (t + s) ex*d3>) (1,8) + g (t) —oo sau h(t 
+ s)d3rll(t,s) + g(t), .—«o unde % are aceleaşi proprietăţi ca şi 73. Eezultá că necesar şi suficient pentru ca oricare ar fi g 


periodică de perioadă co, sistemul (16) cu Ко=еп g(t)să> aibă soluţii de forma enh(t) este ca sistemul în Ji să admită soluţii 
periodice de perioadă co pentru orice g periodică de perioadă co, deci, conform teoremei 4.16, ca sistemul = ^ h(t + 

s)d,yil (68) să nu admită soluţii periodice de perioadă co, diferite de cea banală. Aceasta este echivalent cu a cere ca 
multiplicatorii sistemului de mai sus să fie diferiţi de 1. Dar aceşti multiplicatori se obţin din cei ai sistemului (17) prin 
inmultireacu е->61. într-adevăr, fie x(t + co) = px(t); rezultă е*<«+‹ со) = pex* Ji {t), deci ex" JI(t + «o)-:ph(t), h(t+ co) = 
e"x" PJi(t). JI(t+G>) = 9IJI(t), ex<i+») A (t + = ex<eX£0 Pi Л (t) = ex" PI Ji (t), P=e *» PI, Pi =e X£0 p. Tinind seama de 
aceasta, condiţia ca sistemul (16) cu f(t) = ex* g(t) să admită, oricare ar fi g(t) periodică de perioadă co, soluţii de forma ex« 
Ji (t), cu Ji (t) periodică de perioadă co este echivalentă cu cererea ca ех<0 să nu fie multiplicator al sistemului (17). 
TEOREMA 4.22. Dacă pentru orice g(t) periodică, de perioadă co si pentru orice X cu (еХ £ 0 p-l sistemul (16) cuf(t) = e 
g(t) admite o Eeciproc, dacă avem x(t + co) = deci 


SISTEME CU ARGUMENT ÎNTÎRZIAT 387solutie de forma h(t), cu h (t) periodică de perioadă co, soluţia banală a 
sistemului (17) este asimptotic stabilă. într-adevăr, dacă e îndeplinită conditiadin ennntrezultá cá numerele ех<* cu | | > 1 nu 
sint multiplicatori ai sistemului (17) deci multiplicatorii sistemului (17) se află în cercul | z | < 1 şi concluzia rezultă din 
teorema 4.20. Să observăm că teorema 4.21 este de acelaşi tip cu 4.15. 8 10. STABILITATEA SISTEMELOR LINIARE 
PERIODICE CU ÎNTÎRZIERE MICĂ Pentru a înţelege mai bine semnificaţia rezultatelor care urmează vom presupune cá 
sistemul (17) are forma unde A(t) este continuă şi periodică în t, iar are aceleaşi proprietăţi ca yj in (17). Fie Y(<*,t) o 
matrice care verifică pentru a < t ecuaţia şi astfel încît Y(oe,J) = 0 pentru a > t, Y {t,t) = E. Ecuația (46) este de acelaşi tip cu 
(19) şi rămîn valabile proprietăţile de existenţă, unicitate şi regularitate formulate relativ la soluţiile ecuației (19). Avem 
^(а)У(а,^)да=(< x(OL)A(ol) Y(oc, t)áol^ Z(oc*s)d3 -(oc,s) Ју(а, 0 аа (45) *(«,*)*^hi(P,a-(*)-A((1)] 
Y((M)d[*—2? (46) de unde, integrînd prin părți, x(t) Y(tj t) — y (о) Y(a, t) — C a?(a) da Y(a,J) =x ^-^ X(OL) da^( p) 
Y(p.*) dp + x(s)d8^^(a^- a) Y(a,*)da + Eezultá x(t) = x(c) Y(a, t) + «(oe,s — OL) Y(oL,t)doL + + C * (a)da { Y (a, t) + 
^ (p.a - P) - А (21 Y (Q, t) dp) 


388 TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE si tinind seama de (46) x(t) = x(a) Y(cj, t) + a?(s)d*[ ?h(a,$ 
— a) Ү(а,Ј) да. J —QO Jo Dacă Х(фа) este o matrice ale cărei linii verifică sistemul (45) şi condiţiile X(a,a) = E, Х(фа) = 0 
pentru t < a, avem X(t, с])= Y (a, J). Putem scrie deci formula, corespunzătoare formulei (18), x(t) = a?(d) X (J, а) + C? x(s) da 
C Y)! (a, 8 — a) X (J,oc) da. (47) J—oo Jo Tinind seama de proprietăţile matricii formula (47) se poate scrie fo r'o+T t0, 9) 
= <P(*o):z(Mo)h ?o(a,s-a) X(^, a)da JtO—T JtO de unde rezultă Uuu 9 = 9(^)X {t + s - ++ C «p(P) P-*)X(t +s - t0 , a) da deci 
+ Р «p(P)d3C? 96(a- T; p-a-. T) X(«0o-*s,a- x)da. (48) JX0—T J«0 Definim operaţia J*0—T Jt0—T (funcțiile 9,^ 
sînt definite pe [20 — T, 20] si înmulţirea matricialá este admisă)'. Pentru această operaţie are loc relaţia (41) care se 
demonstrează exact cu aceleaşi calcule ca în cazul tQ=0. Operatorul f7*0--Co. t9 se poate scrie Ut M 9 = «9(CJ)» Х(<&+8, 
CI+T)> . LEMA 1. Spectrul operatorului < 9(0), JF(A,S) > se află în cercul | | XJ f( 1-- F), unde M = sup | M (а, s) |, 
V>V(0), O.S 6 [0O—TJO ] 3——T Demonstraţie. Soluţia ecuaţiei 9 (s) = X «9 (a), J f (a, s) > + ($) 


SISTEME CU ARGUMENT ÎNTÎRZIAT 389Dar 3 = poate fi căutată sub forma 9 (s)= 5 X* 9i (s). ico Se capătă 90 (s) = X 
(5), ^ ($) =<91 1 (a), Jfi<r,«) >. Fie Mi = sup 19^5)  Eezultá I2,(*)!«Jf, i1Jf—-Jf,-1VC»3i((a* x, p-a— T) Jf 
(a,«)da.^o-^X-T VM 1ji(«-*t, P—a —T)Jf(a,«) da = sup5]\ + fci f«0 — a — T) ІКТ (a) da — V ^ ( a + T, p,- — a — 
T) M(a, s ) d a |= f<0 = sup E I \ Ён —a—T) —Ih (a+ T, P,- — a—T)] M(a, s) да | < < J f V supPm—A—T) —^(a-* X, P, 
— a —T) )d a < Mz V. X—t i Eezultá \fi(s)\<Mi_1M(1+TV),decişiprininducție M i ^M ^1 + xVY sup| X(*)|. De aici rezultă cá 
seria SX<9< este uniform şi absolut convergentă pentru I XI < deci dacă IXI < , ecuația considerată M(1+TV) M (1 + TV) are 
soluție unică pentru orice deci operatorul (I — XZ7). unde £9=<9(<r), Jf (a, s)>, admite un invers pentru |X| < ^^^ ^^ ;rezultá 
cá pentru p> M(1 + TF), operatorul pI— TJ are invers, deci spectrul operatorului TJ este în cercul \z | < M (1 + rV) si lema e 
demonstrată. LEMA 2. Fie gk, gm spectrele operatorilor < 9 (сг), K (A, s) >, «9(a), L (cr, s)>j «9(a), Jf(a,s)> ; dacă avem К 
(a, $) = L(a,s) + +j f (a, s) şi daca<i(a,<y), Jf (a, s)> = 0 atunci cK = СА)сМ. Demonstraţie. Fie X astfel încît — € «*L; există 
9(5) neidentic nul, X astfel încît 9 (s) = X«9(a), L(c,s)>. Avem 9(s) — X«9(a), i(a,s)> = 


390 TEORIACALITATIVÀ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE = ?(*) —X<<p(a), (а, *)>—Х<<р(а), Жа, s)» - — X <9 (a 
), J<7, s ) > ++ X2 <<<p(a),i(a,a)>,Jf(a,$)>==— X««p(a)—X«9(a),L (a,a)» Jf(a,s)> = 0. Eezultá cá 
ecuația 9 (s) — X <9 (а), X (cj,$)> = 0 are soluție neidentic nulă, deci — g Gk ; aşadar GIC X Fie X astfel încît — € jr; 
există / (s) neidentic nulă astfel ca X f(s) = X«/(a), Jf(a,«)>. Dacă — € atunci, conform celor de mai sus — £<Jk. Dacă — 
există X X X 9 (s) astfel са <р (S)=x «9 (a), L (a, s) > + /($). Atunci 9(5)— X «9(a),JC(a,s) » 29(s)— 
X<9(a),i(c7, $)>—X<9(a),Jf(<7,s)>==/(*)—X<9(a),Jf(a, $)>+X2<<9(a),i(a,a)>,Jf>==/(* 
)—xX=<9(a)—X<9(a),1i(a,a)>,Jf(a,s)>==/(4)-X</(a)Jf(a,«) > =0 deci — Е Eezultá C deci ^U^C^* 
X Fie acum — 6Caw — gCa”. Pentru orice X ecuaţia X Х/М=Х </ (а), Ј (а, «)> + X(l) are soluţie /($); pentru acest 
/, ecuaţia cp («) = X < 9 (ci), L(0,8)> + f(s s) are soluţie 9. Avem 9(*) —X«9(a),K(GS)»-9(5)—X«9(a),L(a, $ 
) > — X«9(cy), Jf (<7,s)> ==/ (*)—X <9 (<T), Jf (a, *) » -X2««9(a,L(a,a)»,Jf(a, *) »2-/(*)—X«9(a) 


—X«9(a),i(a,a)»,Jf(a, ) > --/W-X«f(c),M(cj,s)»-X(s)deci pentru orice x ecuaţia 9 (*) —X«9 
(а), K(0,8)> = X (s) 


SISTEME CU ARGUMENT ÎNTÎRZIAT 391аге soluţie, ceea ce arată că— GCa^. Eezultă CGLKJ Ca^C CGK deci X 
<SLI<J GM ^ СК. în definitiv GLKJGM = СК si lema e demonstrată. Avem, pe baza formulei de integrare prin părţi (a > a"), 
X («, а) Y(t, t) - (а, a) Ү(а,0) = ^Х (a, a) daY(a,t) -.o*t'«)]r(a,«)da-fX(a,a')daY(a,t-*('|x(a,a) A 
(а) ++1(а+5,а')а, >11(«,5)Ј1(а)ғ)а«=ЈХ (а, a) d«Y(a,t) — - Ј Х(а,а") да (]* А (Р) Ү (5, ) dP+J[jj"X 
(?» «) ау ^ (а, Y —a)jr(a,«)da-^X(a,a')da|r(a,^(P) Y(P,0dpj- * C? X(ya)dYC711(a, Y-a)r(a,« 
)dac-Cx(Y,a')dYC^(a,y.—QOJoJoJY —a)r(a,«)da-fx(ce,rf)d«[r(a,«)*('^(p.a-p) -А(Р) Y 
(Р,<) ар] +X (У а’) dYJ Y)! (aa Y-a) Y (a, t) da--TX(Y,a')dYt'^(a^-a) Y(a,*)da.J—OO Jo Бегий X( *, 
а') =Х(с7,а') Х(«, сі) +тх (У, аа. + '^КУ-а)Т(«, Ода, ТОО . о Ве а1с1 X(G>+s,a+T)=X (а,а + Т) 
Х(со + SG ++\Х (У, а+Т)4У\- 2)Ү(,<* + $) 44. J -oo Ja AvemtO0 —x <a <t0, — T «s «t0, deci Condiţia А>-А + 
T este sigur verificată dacă «7 > t0 + T ; condiţia «o + $ > a este sigur verificată dacă w + <0-Т>«0+Тулта = <0 + T. 
Yom presupune deci co> 2T şi vom lua cr = t0 + T. 


392 TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Obtinem formula X(«o + s, a + T) = X (0-- DA T) X( G^ 
+s,t0+ T) - +\ ХС, a + Ddr tMS , Y - L) (0 + S) J-OO ЛЕНТ Pentru y < 5 > + T avem y— tsi deci ^( y — = 0, deci 
formula poate fi scrisă X(<O + 8, a + T) = X(*0 + T, а+Т)Х(<О + ^+ T) - hat T)d YN Y-5) ®+«) (49) LEMA3. 
FIE i (a, *)=X(<0 +T, a + T) X(G» + 8 Ю--и), МЕТ T pcots ЛЕ («,«)=\ Х(У, A- T) d YVY - + JU J«O-T relaţia < 
Z(a,a), Jf (a, $) > = 0. Demonstraţie. Ре baza formulei (49) avem X(G> + a + T) = D(oc,s) + Jf (а, s) deci < Z(a,a), Jf (a, $)> 
=<1(а,а), X(co- G-* T) — 0,5) >==<Г(а, A), X(G»* A* T)» —«I(a,a),I(cr,$)». Avem deci de 
dovedit relaţia < L(OL,G), x (G>+8,0+t)>=<i(a,G),Li!g, 5) >. Аует<1(А, AJ, Х(<О+А+Т)>=1(А, +\ 
+ + С° i(a,Y )dY Coy31(?+t,y-?-t)X(6>5+T)d=i- TJ«-T-X(t0* Dac T) X(G»-10,10* T) X(G»-— 
8, «0) ++ £f X(«o + Ta- T) Х(6>+Ү^ + T)dY^0 HJxtS + T, Yr«o—T —S- T) X(6»2* S; 5* T)D^-X(«0-«T 
‚ А+Т)|Х(<0+- «0, «0- T) X(A-* <, «o) +X («+ Y, t0-- T) dYC* ^ (1 + 


SISTEME CU ARGUMENT ÎNTÎRZIAT 393Pe de altă parte, о fo «£(«*, G),L(G,S)» = L(oc, t0) ЦЮ — -z, s) + V Ца, у) 
dY VJ«0-T Ј<0-Т + T, y - t— x)L(t, s) át-X(t0*x, CC- T) Х(*0+ СО, *0++Т) X(*O- T, * «O-* T) Xt0* T,a- 
T) X(CO + + Y» <0 + T) dYC? KJI^ - T, Y-t-x) X(tO- L.1- T) X(CO-S, «0 + X-r * T) = X(t0 + T, a - T)X(*0 + 
«0, t0 + x) X(t0 + T, 0) --CA?X( CO- YA* T)DYRO NI +X, Y - t-x)X(t04T, 5 + \-r X—t + T)d^Z(cO + « , t0 +T). 
Vom dovedi relația X(t0 + +T T) X( CO +s, 0) 4C? Xfto+Y^o +^d X 1Л(5 + J<o-T J'o—T - T, Y-I- T) X(«O-*S,1-— 
T)D£-2|X(*0-CO,*0- T) X( *O* Lt0) ++ С2Х (со-У, <А + D)dY C? +T, Y- 1-T)X(t0 + X-* + T, S + t) а? 
Jx(cO + 5,«0- T). Dar, ре baza formulei (49), avem Х(со + 5 + Т) = X*0O- T, T- T) Х(СО + «, «0* T) + (*<0+Т 
РСО-+8 * X(Y,?* T) dYMV9?6(t,r-OT(1;, W 8l. .«o .'o+T Belatia de dovedit devine Х(*0 + co, 9 + г) X (а>+ s, 
t0)+ Х(со + У,<0 * * - I, Y-5- T) X«O-* T, 5- T) Х(6> +5, 0 +Т) О # +г«от(»гг»+Т + \ Х(со-+ У, <0+Т)ат\ 
^(5-*t,y-1-x)VZ(p,5-*Jio-- "io- L.'o 


394 TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE + TJ DPT^'p-«r(C,«-^*«)ds|DL;-[X(*0- «0, 
t0 + + T)X(%0 + T, 0) + C X(CO*Y , <O+ DRC + JLO-* - 1; - 1) X(*0- t, E-TD)d$|x(co +МО +T ) . Eámine astfel de 
dovedit relația *««0—t J«o-£ 1 + T T) d A ri, p- K)Y(K, «o +«)999^ =Х(<0+ <о,*0 + J«-T J- T)|X(*0- T, 0) X(« 
O-*S,*0-T)-X(«O-S,«0)j. Vom nota Avem C° Z(6» - Y^O-*^)DYF?TJ(5 +t, Y -= Jl,-T J<t-T =C fC,- 5~ 
ТХ (<0+5+Т-р, 0 + Т) артЈ^О) +1 + .«,-T LJ»,-t—ÎT+T,^'*"5"TX(<0+T+p,*0+T)dertl(<*++ 
5+Т,р)|.Е(5, Х(6> +р,«0 + Т)деУ) (о>++5+Т,Р)1Е(5,«) 45 -#С°Х(<0+5 +Т+р,<о+^)амі(«+Ј X-r|d^ 


SISTEME CU ARGUMENT ÎNTÎRZIAT 395- t - ^F tt, S) di*=X(co + *0 + T, 0 + x)F(t0, 5)-Х(6> +- Т Х(СО+1 +1, 10 
t)dZF(1,s) JX0—T ЛЕХ Г Ло +Т) р^$+ТУ-5-Т$) а= X( CO-10- T, 0 + Е<0+Т FCO+S X ft9+ T рсо- + 
СО,<0 +T)x((MO)d, А^(С,р- р <O +5) d^X Х-+* — № Х(0> + t + T,t0 + T)dZFa,S)-['a Х(о> + {+ Т0 ++ 0)А(1 
x)F(Ls)dl -C, + T X(6> + Y, t0 + T) dX? ^tt -^V X .,—" 1 - ВЕС, s)dl= - X ( t 0 + «5:0 +9 [Х (< + s, t0) - X (0 ++ T, 
t0)X(«* + s, <0+ T)] -C, + T X(«0 + Y,«0 + T) dY-f (Y - Т«) X CLO*T COT X(6> + Y, x9 - T)^(Y)^(Y-^«)dY-V 
X(6> + Y,«o + J<o .)<« + T) dYC* +T, Y - 5 - D F(l,s) di =Х(® + «0, t0 +T T)[ X(*0- J(0-T + T, t0) X (co + s, t0 + T) 
-X ((О+<0)] - C, +T X (со + Y» <0 + Јо +тг) ау^(у-тг, 5) +^% (S * T, Y - s—T)F(l, s) dl -C*A(p).F(p - T, S)dpl. 
JY J Pentru a termina demonstraţia lemei rámine de arătat cá ultima* integrală e nulă. Vom dovedi pentru aceasta că + T, Y - 
s) DS Ј<0—Т-^(Р)^(Р-Т, ѕ) ар = (%(Ү, S) 


396 396 TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE nu depinde de y. Avem Е<0+Т FCO-+S X Jio+T - С, ^( 5 
)[C.* Tz(p, Mr*'^,p-oYa,«- - JYLX]J КО rr««T rfors JX0—T Li Д«о+* -or(c,«*«)ddd 5 = \ х(р,г)ао \ 
^р-аг(*> + «) ас ТЛО Л.+Т - -|^A(?) Z (Р, d^ dp^''^(£, P-O T(£, (0+0) de + ft,+ T (*(*6 -1 Ю>+« +\\У-5-Т)Х 


(P,S*T)dSdp^(^PJ«OL X—RJ..«3LJY . «0—T "1 pco+s J .'«o+f Pe baza formulei (46) rezultă r3 JY JY -1- f 
-4(5) pd5 - C^tf- T, Y-1- T) YI +7, p d; =E +° JY JY—T*Y-CA^(S-* T^-s-^r^- T^di .v-tdeci JY J«0—* 
Ј«0 Prin urmare J*0 L J*0 I J*O+T nu depinde de y. Lema este demonstrată. 


SISTEME CU ARGUMENT ÎNTÎRZIAT 397LEMA 4. Dacă L(ol,s) este ca in lema 3, spectrul operatorului <<р(А),7у (6,8) 
> coincide cu cel al matricii X (t0 + T + <*>,t0 + T) • Demonstraţie. Formăm ecuația P? (*) 2 «?(«*)»£(«*»*)»- 
«Q»(cr),-- T, cr +T ) Х(С>-Н, Ю+х)> = = < <р(а),Х(Ю +Т, A- T) > X(CO-*«,«O-* T). Căutăm soluţia ecuaţiei 
sub forma f(s) = — aX (со + s,t9 + T), P unde a este un vector linie, constant. înlocuind in ecuaţie se capătă « X (со + s, t0 + 
Т) =— а<Х (со-+ $},*0 +T), X (t0 +T<J+T)>X(CO+p+gs,t0+ T), «au- <Х (со +a, «О + T), X(t0 + T, <7 + T) > 
]X(co-- T) =0. Fie ptaL; atunci ecuaţia are soluţie şi această soluţie este de forma arătată; dacă det X (co + s, t0 + T) nu 
este identic nul, rezultă cá p e valoare proprie a matricii < X (co + or, t0 + Т), X (JO + T, G + T)» . Eeciproc, fie p o valoare 
propria a acestei matrici; atunci există a 4= 0 care verifică ecuaţia a | PE-<X(co+G,t0+T),X(t0+T,<J+T)>]=0 
, deci ?(*) = — aX( со + s,t0 + T) P verifică ecuaţia P<J>(S) = <? (<*)> L(G,s) > . Dacă det X (co + s, t0 + T) nu este identic 
nul, 9 (s) nu poate fi identic nul, deci pSor^. Sá verificám cá det X(co + s, 10 + f) nu este identic nul. Din formula (47) 

deducem x(«* + s) = x(t0 + T) X ( C O + s,t0 + T) + Va?(a)da \ (а, G — — а) X (со + ,а) d a . Dacă detă (co + 5,0 + T) = 
0, există a 4— 0 astfel ca a X (co + s,t0 + T) = = 0. Eezultá cá soluţia ecuaţiei (45) care verifică condiţiile x(t) = 0 pentru tO <; 
t « t0 + T,X (t0 + T) = a este astfel încît x (co + s) = 0 pentru t0 — T < s < tt9 ceea ce ar atrage după sine faptul cá e identic 
nulă peste tot unde e definită, şi acest lucru e contradictoriu căci a 4= 0. 


398 TEORIACALITATIVÀ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Prin urmare, det X (<O + s, t0 + T) nu este identic nul si <jl 
coincide cu spectrul matricii < X ( G > + «7, LO + T), Х(Ю +T, <J -F T ) >. Аует<Х (6) -(7, -T), XCIO- T, (7 * T)» 
= Х(10+<0,0+Т) ХО +Т, 10) ++Х (6) - Y, t + D)dYC? IFC(5 +ТУ - 5 - T) X (L0 + + T) d^ Folosind formula de 
integrare prin părţi deducem \ X(t-C*,t0-- T)dtY (t,t0+T)=X(t0+T + <*,t0+T)Y(t0+T,t0+T)-~ Y (|, 10 +- X ( L 0+<0,L0+T)Y ( 
LO,LO+T)-+JcoLdI+T)D*=X(LO+T+6),t0+ T) - X(LO + «0,t0 +T) X (LO + T, 0) —С°+Х (1+ <о0 * T) A 
(0 Y(LIO-- T) dl- CA^ - TK?^X(I*6)*10- XNLJ-oo + T)ds7)1(1,9j Y (L, IQ + T) dl = X (10 + T + 6), t0 + T) - X (t0 + 
«xD,10--t) X(I10—t,10) X(t*6),0t0- r)A(0 Y(,.10*-t) di X—C?X(co-*u;10 +Т) dM( °+Т V3X (I, u— t)Y (1, 
10 + T) dl J — оо Ло — X ( g> +10 +7)1 (Lu-t) У 0+0) 4 ==Х («О+1+<00, Ю+Т -Х X(L0*6), t) X(LO— 
t, tQ) + + X(«* + cMo + d « (SY 1*7 fo + dl 1<0 го rz»*T — V X (6) + u, 10 + T) dtt \ 7)! (L^- Y (1, + T) dl Jto-T «о — \ X 
(co +10 + T) dtt \ 7)1 (1, 10 + T) dl. Eezultá X(10 + t + «o, 10 + T) -X(IO-CO,IO-* T) X(10+T,10) X (6) + + u,t0 + T) d^ Y (<, 
<0+ T) + JO +T hi (<,« - 1)- A(£]Y(£«, + T)dfj + + X (< +00 + T)dA' + - 1 - T)X(«o + T,£ + T)d5. 


SISTEME CU ARGUMENT ÎNTÎRZIAT 399Tinínd seama de formula (46) rezultă X (tQ + T + 6), tQ + T) = X («o+ 6), tQ + 
T) X (tQ + T, tQ) + + X(«* + U,t0+T)du^ t +^ U - t - ^X (t04x;t^x)dt = = <Х (СО + <7, t0 + T), X (Ю+Т, <7+Т)>. т 
defintiv aL coincide cu spectrul matricii X (t0 + T + co, t0 + Т). LEMA 5. Dacă TF e suficient de mic spectrul operatorului < 9 
(or), M (а, s)>, unde M e ca in lema 3, se află în cercul | K1 — s. Demonstraţie. Pe baza lemei 1 spectrul operatorului < 
9(сг), M (cr, s)? se află in cercul | z K M (1+ TF), M = sup M (а, s) |. Avem rt0+x рсо+ѕ Jf(«, 8)=\Х (y, a + Т) dY \ Tj! (5, T - 
(со + 5) d? = Jio.<0+T=fP+ TX(Y,«* T)drt',* M (p* T, Y-P- T) («+», Р+Т)ар. J«o X Pe baza inegalitátii (3) 
deducem | X( Y, a -* T)| xe«^, T, unde A= sup |A (t) |. Eezultá | Ја, «)| (P + t, y —P— Т)Х (СО + s, (S 4 - t) d(3 < 
e(F+uă)«o+T) deci Jf < Туе(Е+^)(6>+Т). Eezultá că spectrul operatorului considerat se află în cercul | « |< 7 ( 1 + T7) е(Е+^) 
(6>+Т). Dacă TF este destul de mic pentru cat F (1 + tF) e(F M)(w-T) < 1 — e, spectrul Gm se află în cercul | z |< 1 — s. 
Lema este demonstratá. Putem acum demonstra teorema fundamentalá relativá la stabilitatea solutiei banale pentru sistemul de 
forma (45). TEOREMA 4.23. Fie rV suficient de mic; dacă există С> 0 astfel încît pentru orice t0”>Oşi orice n natural să 
avem \Хп{#0-\-х + со, JO+T) I < atunci soluţia banală a sistemului (45) este uniform stabilă; dacă pentru orice J0>0 avem \ Xn 
(t0 + T + co, t0 + T) | < Tc (1 — e)n, atunci soluţia banală a sistemului (45) este uniform asimptotic stabilă; dacă X (t0 + T+ 
со, t0 + t) are o valoare proprie în regiunea \ z | > 1, soluţia banală a sistemului (45) este nestabilă. 


400 TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Demonstraţie. Pe baza formulei (48) avem 110+<0,0<9 = < 9 
X (co + s, <7 + t > iar din formula (49) deducem X (co + s, oc + Т) = 1(ос, s) + M (a, 8). Din lema 3 rezultă < L (ос, <7), M 
(<7, s)? = 0. Din lema 2 deducem că spectrul lui Ut, este egal cu GLKJ GM . Din lema 4 rezultă că GLcoincide cu spectrul 
matricii X(t0 + T + co, tQ + T) iar din lema 5 rezultă, rV fiind suficient de mic, cá GMein|z|«1 — е. Dacă I X » (*0 +T + 
CO, t0 +T T) | X C , spectrul matricii X (t0 + T + co, 10 + Т) se află in cercul z | >< 1 şi valorilor proprii de pe |zi= 1 le 
corespund divizori elementari simpli; deducem cá UTO+O>.T0 = ^0 U2 си <7(17!) in < 1 — s $1 G(U2) =G L. De aici, pe 
baza teoremei 4.20, rezultă stabilitatea uniformă. Dacă \Х»(®Ю-Т + €», t0 - t) | <1(1- e) » rezultă GL situat în z |< 1 — s 
deci şi «7 (02) situat in | z |< 1 — s şi stabilitatea asimptotică uniformă rezultă din teorema 4. 20. Dacă X (t0 + T + co, 0 + 
T) are o valoare proprie în | $ | > 1, rezultă cá Uto+a>, 0 are o asemenea valoare proprie şi instabilitatea rezultă din prima 
parte a teoremei 4.20. Teorema este demonstrată. Aplicaţie. 1? Să considerăm ecuaţia scalară x(t) = A (t) x(t) + b(t)x(t — T) 
unde a(t) şi bit) sînt funcţii continue periodice. x{t, t0 + T) este soluţia sistemului determinată pentru *> + T prin condiţiile 


x(% Ј0+Т) = 0 pentru t0 < t < t0 + T, X (t0 + T, t0 + T) = 1. Pentru t0 + T < t < %+2-Z această soluţie este dată de sistemul х 
(t) = a (t) x (t), x (t0 + T, t0 + T) 2 1 . Eezultă CIV a(s)ds ^ («, t0+T)=,t0+ T<t<tO0+2T. Pe intervalul t0 + 2T «t € t0 + 
ЗТ, soluţia e dată de sistemul St—x f<0+2T a(s) ds V a(s) ds y., v-/ -T- - w - , X (t0 + 2T, <0 + T ) = e'<o+T 


SISTEME CU ARGUMENT ÎNTÎRZIAT 401Si această soluţie poate fi scrisă explicit. Procedeul continuă si conduce la 
formula explicită pentru x (co + JO + T, t0 + T). Condiţia de stabilitate se scrie со + t0 + T, t0 + T) | < 1 , iar de stabilitate 
asimptotică | x(co + t0 + T, t0 + T) | S; 1 — e. După cum se vede pentru T sup | b (t) | suficient de mic problema stabilităţii 
pentru ecuaţia scalară considerată poate fi rezolvată pînă la capăt. 2°. Sá considerăm un sistem de forma £ (t) = [.A(t) + O (t)] 
0? (t) + [B (t) + D (t)] x ( t - T) (50) unde A, B, C, D, sînt matrici periodice cu perioadă CO>T. Demonstrăm că dacă soluţia 
banală a sistemului x (t) = A (t) x(t) + B (t) x ( t - T) (51) rto este uniform asimptotic stabilă şi \ {| C (t) |+ | D (t) |] dt este 
suficient de mică, atunci soluţia banală a sistemului (50) este de asemenea uniform <asimptotic stabilă. Fie Uf0--«O. TO 
operatorul ataşat sistemului (50), 0 operatorul ataşat sistemului (51). Din cauza ipotezei făcute asupra sistemului (51), spectrul 
operatorului se află în cercul | z | 1 — s (pe baza teoremei 4.20). Dar C(U+(0,T0) = V J GM- şi deci GL» si GM- se află in 
cercul | z | < 1 — e. Avem $10 descompunere de forma «7 (ULO + < 0 T TO ) = GLKJ GM-. Rámine de dovedit cá în ipoteza 
din enunț, GL-diferă oricît de puţin de GL" iar GMdiferá oricît de puţin de GM- ; pentru aceasta e suficient să arătăm că în 
ipoteza din enunț X' {t0 + T + t0 + T) diferă oricît de puţin de X" (t0 + T + со, t0 +Т)' şi cá M' diferă oricît de puţin de М". 
Pentru sistemele de forma considerată avem М"(*,5)=\ X"(co +5, 5+t)] B(^+t)X//(?, а+ T)d^, М> (ос, $) = ^Х' (со +1 
+ TD) [8 (1+7 +р(\+Т)"|Х' (5, а+ T)d Operatorii corespunzători se scriu < Jf" (а, $), 9(G) 2 " 2 J£" (*0-Т, $) 9 (0) + 
C? M" (Z, s) B(t + J/«- T <M'(e, s), ?(®)>'= JP(«0-TRO9(«0)-+C M'(t,s) B(t + T)+D(ţ+ 


402 TEORIACALITATIVÁ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Eezultă < М" (А, $), «p( «7)»"—«M'(a,8) ср(о) 
2'-[M"(t0—T,s)—M'(t0-t,s)]«p(*0) + Co ([M"(t,s) ~ «)]B(5 * t) +++Т)}0(?) dt. Avem, notind X w) = X' 
(tu) - X " — X (t, u) = [A (t) +С d)]X' (t, u) + [B (t) + D OJX'(t - T, u) dt - A (X" (t, а) — B (0Х" (t— t, u) = A(0X (t, u) 
+ B (t)X (t—r, u) + + C(t)X'(t, u) + B(t)X'(t- T, w) şi X (tu) = 0 pentru t < и. Bezultá = C X"(t, a)J[C(a)X'(a, «) + D(a)X'(a - x, 
«)]d«. Avem | X"(J, a)| < e^T pentru a < / < o c + T, А = sup | А (/) B = sup | B(t) |. Din — X" (t, cu) = A (it) X" (t, ol) +В (0Х" 
(t—t, а) dt rezultă X'(J,a3) = X" (a * T, а)+С A(u)X" fu, a)d^-C B(u)X"(u-T, a)dw .'a+T . x+T deci | X" (t a)|«|X"(a- 
T, а) |+ C 'A(u)WX"(u, a) | dt* + .a* T + T| B | e^T pentru a — T < t < a + 2T. Eezultă IX" | x( 1 + TB) e^T = (1 + T pentru a < 
а + 2T. La fel, pentrua - 2T ««««-*3^avem| X" (« а) [< (1 +T B) erAx + tB(1-B) E2^ - C | A (u) | X" (*, a) JDW Ja- 
2x deci | X" a) | < (1 + T BY e2Ar eAr = (1 + T B)2 e3Ar, pentru a < t < a + 3T. Eezultá în general pentru oc^t^oc + kr 
evaluarea i x" (*, «ikii+ TB^. 


SISTEME CU ARGUMENT ÎNTÎRZIAT 403Analog | X' («, а) |< [1 +Т(В + D)]*-1. Dacă T < co <; Icr, rezultă I X (t0 + T + 
co, t0 +Т) < (1 +T B«-1 [1 +T (B + fZ,* Т+<0 а + B)f£-1ekru*cA (|0(«)+2)()])аа =j 1 \ (|009 | -|D( «)]) d « J«t*T 
Jo şi se vede că dacă V (| C(a) | + | D(a) |) d a e suficient de mică \Х' (t0+-z + + co, t0 + T) — X" (t0 + T + t0 + T) | este oricît 
de mică. La fel | M'(a,s) KT [1 + TB + D)f-1 (4+0) (B + D)eTure> = K2|Jf"(a,s)-Jf'(a,s)|  T.Befc^-*c»(l 
-T(B-*D)kK^(|C(A)|-*|D(a)|) da-[1* T( £  D)|*-1 E*T ET ^ [D (a) Да deci | itf'(a, 5) - М' (а ,5) |[0(« ) |+ | 
D(«)]|) da. Tinind seama de aceste evaluări rezultă |< J f" (a, 5), ср(сг) >" —«Jf'((7,s,9(cr)»/|««^4^(]0( 
а) | + [D(a))da|9 |. De aici se capătă concluzia anunţată. $ 11. SISTEME CU PARAMETRU МІС, CU ÎNTÎRZIERE începem 
studiul sistemelor neliniare cu problema soluţiilor periodice ale sistemelor cu parametru mic. Considerăm un sistem de forma 
x(t + $),у.1 (52) dt unde / este periodică de perioadă co > t şi are proprietăţile din $ 1. TEOREMA 4.24. Dacă pentru FX = 0 
sistemul (52) admite o soluţie periodică x0 (t), de perioadă co, astfel încît sistemul în variaţii corespunzător nu admite soluţii 
periodice de perioadă co diferite de soluţia banală, atunci există fx0 > 0 astfel încît pentru | tx| < (x0 sistemul (52) admite o 
soluţie periodică unică x (/,fx) de perioadă co, cu proprietatea lim x(t, ух) = xO(t). li.-»" o 


404 TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Demonstraţie. Deoarece componentele lui / sînt diferentiabile 
putem scrie /[«, O(« + «), O] - / P, xO0(t - $),0] = A[t, x(t + s)-x0(t + $)-\ + + о(\х-х0 ID), unde A(t, <р) = J <p(s) ds 73 s). 
Sistemul in variaţii corespunzător soluţiei х0 (t) este sistemul liniar = y(* + «)d, TQ(*, 5). (53) in $ 1 am demonstrat relaţia (8) 
din care rezultă în particular 1 Z(co + * ; ? , 0) — #(со + 90, 0) — (со + $; 9-90)1=0(119 — 9011), unde am notat x(t ;q7.jx) 
soluţia sistemului (52) care pentru ^ € [— coincide cu 9 şi y(t;cp) soluţia sistemului (53) care pentru t £ [—r,0] coincide cu 9. 
Din cauza periodicitátii sistemului (52), x(t + со; 9,(1) este de asemenea soluţie şi dacă x (co + s; 9, fx)= 9 (s)'pentru s această 
soluţie este periodică (şi reciproc). Fie Е [9, [x] = (со + s; 9, jx) — 9. Dacă 90 este functiainitialá a soluţiei periodice х0(®), 
avem Е [90, 0] = 0. Din relatia(8) rezultă cá pentru orice \L,F[9, fx] e diferentiabilá;intr-adevár, F1-?2, p] — = + S1 92> H)— 
92 — #со + s; 9i,(x) + 91 şi pe baza relației (8), [*]— Fl<?u — j (92— 91)— ^ ( 9 2 — ?i)ll = II (*> + *; 92> [*) — — # 
(co+s; 9^ fx)—y(co + s; 9a —?i, V-) II = o (|| 92 — 9J), unde y (t; 9,jx) este soluţia sistemului in variaţii corespunzător soluţiei 
x(t ;91? (x). Rezultă cá diferentialalui JF[9, [X] este I — U^, unde U^ 9 = = y(« + «; 9> n)în particular, diferenţiala în punctul 
[90,0] este 1—00, unde 009 = = V ( + s ;q>) (reamintim cá y(t]9) este soluţia sistemului (53), sistemul în variaţii 
corespunzător soluţiei х0 (t)). Operatorul 00 este complet continuu (compact) după cum s-a arătat în $ 5. Deoarece prin 


ipoteză sistemul (53) nu admite soluţii periodice de perioadă co diferite de cea banală, ecuaţia 9— UOy = 0 nu are soluţii 
diferite de cea banală. Dar atunci din proprietăţile generale ale operatorilor complet continui rezultă cá I—UO e inversabil. 
Deoarece Е [9, fx] e diferentiabilá, F [cpO, 0] = 0 şi diferenţiala în punctul [90, 0] e inversabilă; rezultă, pe baza teoremei 
funcțiilor implicite în spatii Banach, că există fx0 > 0 astfel încît pentru | [x| < [x0 ecuaţia Е [9.jx]^-0 admite o soluţie [9^, [x] 
cu proprietatea lim 96 = 90- Din > 1*]= 0 rezultă cá solutiax(t; 9^ |х) este periodică ; în plus lim x(t'f 9JX , (x) = x(t] 90, 0) = 
х0 (t). Teorema este demonstrată» tJt.-* о 


SISTEME CU ARGUMENT ÎNTÎRZIAT 405Aplicatie. Considerăm sistemul ^ ^= x (t + s) 48 y] (L ,) +/ (|) + j£0(1--,), ^ 
(54) dl J-oo unde 7]are aceleaşi proprietăţi ca in $ 5, iar gr are pentru t fixat drept componente funcționale definite pe spațiul 
funcțiilor vectoriale continue pe [—r, 0] şi e periodică in t de perioadă co. Ca peste tot pînă acum presupunem co > T. 
Presupunem cá sistemul liniar d y(t) dt = 2/(*  s)ds7)(*, s) (55) nu are soluţii periodice de perioadă co diferite de cea banală. 
Atunci, pe baza teoremei 4.16, sistemul (54) admite pentru [x = 0 o soluţie periodică unică xO(t), de perioadă co. Sistemul in 
variatiicorespunzátor este tocmai sistemul (55). Condiţiile teoremei 4.23 sînt verificate, deci există (х0 > 0 astfel încît dacă | 
txI«tx0 sistemul (54) admite o soluţie periodică x(t, (x) unică, de perioadă co, cu proprietatea lim x(t, fx) = х0 (t). Sá 
presupunem acum că sistemul (55) admite soluţii periodice de perioadă co. Conform teoremei 4.19' există un număr finit de 
astfel de soluţii liniar independente ; le vom nota p19 p2,..., pk. Sistemul adjunct admite şi el acelaşi număr finit de soluţii 
periodice independente, q19 g2J) Sistemul (54) pentru {х= 0 admite soluţii periodice de perioadă co (*co dacă $1 numai dacă 
Vf(t)qi (t) а= 0 pentru] = 1,2, SolutiileperioJo dice ale sistemului (54) pentru tx- 0 sînt date de formula x(t) = x(0)X(t9 0) 
A?(S)dg TT^OC, s-a)X(t, a ) da + j—r jo + Cf(«)X(t, A) da; Je unde funcţiile initiale x(s), SG [—T,0] sînt date de sistemul 
«(> a;(0)Z («+ «,©)+ Va + Тр-а-Т)Х(\М++3$, А+Т) аа+у/ (а) Х (<О+5, а) D « <vezi (40)). După cum s-a 
văzut in $ 7, soluţiileacestui sistem sînt de forma &(«) = X(«) +X (0 )r(-T,s)++Jx(P)dPy 7) (a - T, p —a —T) T (а, 
s)d a, 


406 TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE unde Т depinde numai de sistemul (55), iar рсо+ѕ Х(«)=\/ ( « 
)*(«-*»,«)d« + Е \ &,(«)> Joj unde bk(s) depind numai de sistemul (55) si X? verifică sistemul — X УИ + f1*j rea DacáV 
f(t)qj(t)dt = 0 = 1,.. sistemul in X* admite soluţii. Proprietăți simple din algebra liniară arată cá există o soluţie şi numai una 
care verifică o evaluare de forma [X41 < # 1 max |? |, uude Kx depinde numai j de Yi}9 deci de sistemul (55). Типа seama 
de expresiile pentru f 1 9 rezultă o evaluare de forma | x< {< K2 ЗИРТ/1 junde K2 depinde numai de sistemul (55). Eezultá 
de aici cá există x (s) unic admitind o evaluare de forma | X (*) I < SUP 1/1? unde Ks depinde numai de sistemul (55). în 
definitiv, deducem că există o soluţie periodică unică a sistemului (54), pentru jx = o care admite o evaluare de forma | x (t) | < 
K sup |/ |, unde K depinde numai de sistemul (55). Notind cu p(t) aceastá solutie, solutiile periodice de perioadá co k ale 
sistemului (54) pentru fx = 0 vor fi de forma p(t) ^p^t). 321 TEOREMA 4.25. Fie rco К P,(ax, a2 ,..., a*, fx) = \ © [6 р(Е+ s) + £ 
*;Pi(t + s), cU. Jo ?= Dacă а?, о^,..., verifică relaţiile P,(a?, a8,..., «S,0) = 0, d(P i, =Е= 0 pentru oc3— off, [x = 0, d(a1? a2 ,. . 
., afc) atunci există (x0 > 0 asl/eZ wcl/ pentru |(x| < [х0 sistemul (54) admite o soluţie periodică x (/,[x) de perioadă co cu 
proprietatea К lim«(«, IL)=p(t) + #«??,(*)* Se presupune cá g este diferentiabilá într-o vecinătate a punctului P(t + s) + Yl 
a«pdt + s). i = 1 Demonstraţie. Pe baza teoremei funcțiilor implicite există funcțiile a&([1.) cu a&(0) = astfel ca 


SISTEME CU ARGUMENT ÎNTÎRZIAT 407Tinínd seama de felnl cnm sînt definite P,-, rezultă că sistemul d x(t) dt = x(t + s) 
d8 7) (t, 8) + att, p(t + s) + Yi a + fx], J—oo i = 1 J—OO admite soluţii periodice de perioadă co. Fie x! (t) soluţia periodică a 
acestui sistem aleasă astfel са | xl I <K sup| g[t, p(t + s) + Ү10121([1)р1(+ s), [L]\. i = 1 Punemk + £ *) Pi(t) + vai(t). Funcţia 
a^ (/) este o soluţie periodică, de perioadă co, a sistemului dx (t) dt j—oo i Considerăm sistemul dx (t) r° = \ x(t + s)d8ri(t, s) 
+ g[t, («+ *), fx]. (56) d* . ОО Condiţia ca acest sistem să admită soluţie periodică de perioadă co se scrie ^9 [*, P (t + s) + 
Ба] ^ (*+*) -fx«(«-*),1x] 20,j]— 1,2,... 01-1 Aceste condiţii sînt verificate pentru [x = 0, aj = a? şi în plus 
determinantul functionalin raport cu ocţ,..., o£ este nenul în acest punct, deci, pe baza teoremei funcțiilor implicite, putem găsi 
funcţiile aj (tx) cu a£(0) = oc?, astfel încît condiţiile să fie verificate. Presupunem ol] astfel alese şi x1(t) definit 
corespunzător. Fie x! (/) soluţia periodică, de perioadă со, a sistemului (56) care admite evaluarea | xl (t) | < К sup | g [t, xx(t + 
$), [x] |. Punem (t) =Р(® + У, (*) + V- ti (t) şi alegem pe ocf([x) astfel încît procedeul să poată continua. Obtinem astfel un şir 
aj (fx) cu aj(0) = a? şi un şir de funcţii periodice (0 = P (t) + S aj ([1)p, (t) + [x x; (t) 3 = 1 care verifică relaţiile (*) = (t + s) 
ds v) (t, s) +/(«) + (x glt, Xi-x (t + s), [x], 1 x; (t) |< К sup | glt, xt x (t + s), [x] |. 


408 TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Este uşor de verificat cá pentru | [x | suficient de mic, funcţiile 
хх (t) astfel construite nu părăsesc vecinătatea punctului p (t+ $) + £ o^p^t*s) in care g este diferentiabilá. Dacă vom 
demonstra cá şirul x,i (t) converge uniform, va rezulta cá limita lui este o soluţie periodică, de perioadă «o, a sistemului (54) 
cu proprietăţile din enunţ. Avem x, +1 (t) - Xi (t) = [а]-+1 (V) - aj (| (t) + fx (t) - x? («)]. j Tinind seama de felul în care au 
fost alese soluţiile x! (/) rezultă \xl+i (t) — (*) K-K" sup I g [6 xi (t $), [X]— gft, x^ (t s), fx] |< < KL || xi («+ *)- a^i (t + 
s) | < KL sup | xi (t) - x^ (t) |. Sá notăm at = sup | xi+1 (t) — xt (t) |, = max sup |а)+1 (ух) — kj — 4 (Ё) D= sup Yi I Pi (0 I- 
Eezultá a! <Llbi + I ^I KLa^x. Considerăm funcțiile = *(« + «)* £ PiPi(t $) + [1x; 1 (t+s) + Jo i + X [x; (t^ s ) - xU(t- 8) ], 


t*]« (t) dt. Fie ([x, X) definite de relaţiile В) (p^. . [ x, X) = 0 şi de condiţiile $ (0, 0) = (ре baza teoremei funcţiilor 
implicite). Se vede cá p| (fx, 0) = a?"1 ([*), PI AL, (x) = aj (fx), deci' a 1 (№ - ar 1 M= PI (jx, jx) - PI (p, 0) = A PI (fx, 0JX) 
[х. oX De aici rezultă o evaluare de forma | <х| (fx) — аг 1 (fx) I< I [X IL2 sup I x[ — Х\-1 |< I [X | L2 XLa ^ deoarece d 
(RJ, -B2', - - - К) ахРИ..., s j ) * ax £ fiind un operator liniar. Deducem < | | LL2K al-1 şi deci ^C Zi |]х | LL2 Ka% + |jx | 
ZXfli.! , a4 <] **1 «1-11 + | jx | XA 


SISTEME CU ARGUMENT ÎNTÎRZIAT 409Tinind seama de această evalnare rezultă pentru | ţi] suficient de mic convergenta 
seriei 7а0 deci convergenta uniformă a sirului xi (t). Teorema este demonstrată. $ 12. SISTEME CU ARGUMENT ÎNTÎRZIAT 
CU PARAMETRU MIC în cele ce urmează părăsim cadrul general al sistemelor cu intirziere şi considerăm numai sisteme cu 
argument intirziat de forma x(t), x ( t - T), <x]. (57) dl Aici x şi f sint vectori coloană; / este periodică in t de perioadă со > Sá 
presupunem că sistemul generator obținut pentru fx = 0 admite o familie de soluţii periodice de perioadă co. Fie х0 (t, h) 
această familie. Sistemul în variaţii ^r r = fu ^o (1, h), xo (I ~ В), 0] y (1) + dl + /; 15x0(t,h0) (58) dx (th) admite soluţiile 
periodice 0 0 . într-adevăr, din dh dx0(t,h) = m"  ^Q] dt rezultă -JT-^ *0«, ) =/ . P, *), (* -Т, *), 0] В) +diohoh+/;u, 
«o(t, h), x0 (t- t, h), 018 a >o ( * - T >h ) dh deci coloanele matricii ^ ^ reprezintá soluţii ale sistemului in dh variaţii 
considerat. Presupunem că sistemul în variaţii (58) nu mai admite” oricare ar fi ВО într-un anumit domeniu, alte soluţii 
periodice de perioadă co independente de acestea. Fie q1 (tj h0)j ..., qk (/, h0) soluţiile periodice independente ale sistemului 
adjunct sistemului (58). Dacă sistemul (57) admite o soluţie periodică de perioadă co de forma X (t, [L) = х0 (tf h0) + y-Xi (1, 
[х), atunci /*(О\ К) i» xo (> К), «O(t-h)>0]CTT=0,J=1,..FC(59)Jo 


410 TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE într-adevăr, avem d d d — x ít, (T) = — х0 (t, h0) + (I — xx 
(t, (X) = di At = / P, ®0 (<К) + (<> «о(< — Ао) + y-xl — у-)> t*] = Bo (1-Т> ^o (*> hoh Bo ( I — 0 ] xx (t, 0) + + [t, 
(Bo (*> ^o (I- 0] ^ (t— T, 0) + + уб [«, Bo (<> ) > (I- 0] + o (jx2). Eeznltá A 0 (i, о) = /; p, a?0 (1, jy, ®0 (1 - t, h0), o] ^(«,0) 
+ dl */;[L &O (<>. (I— 0] A?! («- T, 0) ++ fi [« 80 (*9ho)j (I - К), 0]. Deoarece xx(t, 0) este periodică de perioadă co, 
rezultă, pe baza teoremei 4.18, egalitátile (59). TEOREMA 4.26. Fie Pf W = (|, h),fi [L («, A?0 (t- T, 0 | dt. Jo Daca 7&0 
verifică relaţiile (ЛО) 20, DET- AC 95, (« ХО («, À?0 (« - T, 0 ] dt4= 0 Jo pentru В = iar / este analitică, atunci sistemul 
(57) admite o solutie periodicá x(t, fx) as£/eZ ca lim a? (tf, (x) ^ a?0 (t, (X-fO Demonstratie. Scriem sistemul (57) sub forma 
===/о [1, ® («), & (I- 9] + «(9," 9] + dl + [«*(3),*(« - T) |+... unde, evident, /0(1, >) =/(«, u, v, 0), /x (L, =>) = / ; (1, 
u, t>, 0). Căutăm soluţia periodică sub forma a?(t, (x) = Ха (t) + іха?!(1) + 1x2 x2 (Dr... 


SISTEME CU ARGUMENT ÎNTÎRZIAT 411inlocuind în sistem obţinem dt dx (t) * \ = fL [«, (*)> (* - (*) + fov [*, (*)> (* ~ 
(* — £) * dJ + A[*9 (*)> (t~ 5], = /о* [« (9, (* - T) ] a22 («) * /O, [« ®0 («), а?0 («- T) ] a>2 (« - T) + dtf + fL [«, (*)> 
(* - 5] x1 (t) + fiv [« (*)> - T) ] x1 (t- T) ++/2 [« &0(*)» &o(* - *)] si aşa mai departe. Alegem a?0 (tf) = а?0 (t, 
Deoarece P, = 0, j = 1, ..., fc, există solutiiperiodice ale sistemului care determină pe ^(tf). Aceste soluţii sînt de forma itl dfy. 
Pentru ca sistemul care determină pe x2(t) să admită soluţii periodice este necesar şi suficient ca а] («, Tio) j F> (*), (* - *)] 
)1 (9 + Jo "1+ S «ЇР, (4) + fiv Uv1 (« - T) + £ - T] +/t 1 d* 20. Î-L Z=1 J Aceste condiţii reprezintă un sistem de ecuaţii 
liniare in a cărui matrice are elementele An date de T% (hK )\flu[T, (),x0(t-T)]+FLV[]-*>**)1D,=Jo l dht 
dhi J 9 f' 249i (h K)U Ih xo (*9 Kh xo (t — В), o] d«. ohx Jo Conform ipotezei din enunţ, det An == 0, deci putem alege, in 
mod unic, constantele a* astfel ca sistemul care determiná pe x2(t) sá admitá solutii periodice. Continuind calculul se 
determină succesiv in mod unic funcțiile Din ipotezele de analiticitate făcute, rezultă evaluări de forma 1/ . K^L' , I/;J + \fiv\ 
«cK2v. 


412 TEORIACALITATIVÁ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Avem | pl (t) | CEOEXL, S | pt (t) «Ea, | oc? | < EtExL* deci I 
Qi (') I + EaEtL). Mai departe | p*(t) | < EO [EZ2LEXL(EO + Ea Et L) + EXL^ = E0 Ex L* [1 ++ E2(E0 + EaEiL)], | o^ 
«S:t(E2L^ExI(EO0 + EaKtL) + EXL*) = = EXEAT? [1 + E2 (EO + EaEtL)-^ deci | x2(t) \SEXL* {K0 [1 + EZ(EO + EaEtL) + 
EaEAL [1 + Е2(Е0 + 4- K9 Kt £)]) = Ex L* (E0 + Ea Et L) [1 + E2 (EO + Ea EA £)]. in general | p? («)| < EO {E2 Г. sup | av.il 
+ E2 L* |supa, А+... ++ K2 sup XIVEILIj |a] | < Et (.E2L2 sup | «У—х I — & 8UP I I + deci | x£ (t) | < KZL (E0 + EaEiL) 
sup | xf x |+... + E2U-1 (E0 + + EaEtL) sup 1 ^1 + ЕХО (ЕО + EaEtL). Sá presupunem cá I «V-1 (t) I< EIU-1 (EO + 
EaEAL) [1 + E2 (E0 + EaEilJ-?^-)]. Avem | (t) I -K2L(E0 + EZEIL)ExU— 1 (E0 + EaEtL)N + E2(K, + + K3KtL)y-* + E2L*(EO 
+ КЗК) ЕхО-* (ЕО + EaEtL) [1 + + K2(E0 *KaLtL)r-s +... + (E0 + EaEiL)ExL(EO + + EaEtL) + E, V (ЕО + EaE, Г.) = 
EIL» (E0 + EaEtL) {1 + E2 (EO +° + EaEAL) +... +E2(E0 + Ea Et L) [1 + E2 (E0 + EaEtL)y-s + + E2(EO + EaEtL) [1 + 
E2(E0 + EaEtL)J-*) = EXL>(E0 + + EaEiL) [1 -Ez(EO*EaEiL)] 1+...+ Е2(Е0 + + Ea Et L) [1 + E2 (E0 + Ea Et + E2 (ЕО 
+ Ea E4 L) [1 + + E2 (E0 + EaEi1)?"3 = EXV (E0 + EaEtL) [1 + Е2(Е0 + EaEtL)y- in definitiv se obţine o evaluare de forma 
| xi (t) \<К5 EAI care arată cá pentru |(x | suficient de mic seria e convergentă. Cu aceasta demonstraţia este încheiată. 


SISTEME CU ARGUMENT ÎNTÎRZIAT 413Considerám acum cazul sistemelor autonome de forma d x(t) d* = f[ x (t) x (t 
- T), fx]. (60) Presupunem cá pentru {х= 0 sistemul (60) admite o soluţie periodică p (t) *cuperioadá о>0 > г. Fie A(t) = fu[ 
p(t),p(t-r),0], B(9=fv P>(9,j> («-t), 0]. Sistemul = A(tz(t) -B(t)z(t- T) (61) d] este sistemul în variaţii 


corespunzătoare soluției p(t); el are coeficienţii periodici de perioadă 070 şi admite în orice caz soluţia z (t) = edt într-adevăr, 
din ^T = f 0] dt rezultă «>,*<« - o] M=/. & w,0]^^* dJ dJ dJ dt LEMÁ. Să presupunem că sistemul (61) nu admite soluţii 
de forma zi (t) + 120 (t), zx (t) fiind periodică de perioadă о>0. Atunci R q(t)G(t) DJ =/= 0, Jo unde q(t) este o soluţie 
periodică a sistemului adjunct sistemului (61), iar G(t)=flp(t),p(t-T),0]+TB(«)/[P(«-T),p(t-2T),0]= 
= ZQ(t) +TB(DZO(t-T). Reciproc, dacă Jo pentru o soluţie periodică a sistemului adjunct, atunci sistemul (61) ww admite 
soluţii de forma considerată. Demonstraţie. Să presupunem cá Jj" (t)G(t)dt = 0 


414 TEORIA CALITATIVA A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE pentru toate soluţiile periodice ale sistemului adjunct 
sistemului (61)» Fie z(t) o soluţie a sistemului (61) şi zl(t) = z(t) — tz0(t). Avem= МІ- 80 (,)-Т^Р-=А(,)„(,)+*<, 
).<, «(*» dJ dt dt - tA (920 (t) - tB (970 (t- T) = А(0 [z(t) - 20 («]-В (9 [z(t- T) -(t- T)SO(t-T)]-ZO(9-TB 
(*) (* - = A (t) zx (t) + + B(tzl(t-x)-G1t). Deoarece (*<*о V q(t)G (t) dt = 0 pentru toate soluţiile periodice de perioadă о>0 
ale sistemului adjunct sistemului (61), pe baza teoremei 4.19 există o soluţie z^t) periodică de perioadă о>0, deci o soluţie z(t) 
a sistemului (61) de forma z1(t) + ceea ce am exclus. La fel se vede că dacă sistemul (61) admite soluţii de această formă, 
integrala trebuie să fie nulă pentru toate soluţiile periodice de perioadă о>0 ale sistemului adjunct sistemului (61). Lema este 
demonstrată. T EOREMA4.2 7. Dacă sistemul ( 6 1 ) nu admite soluţii periodice de perioadă 6>0 independente de zO(t) 
$i nici soluţii de forma z+(t) + 120(0), cuzx(t) periodică de perioadă co0, atunci pentru | fx| suficient de mic sistemul (60) admite 
o soluţie periodică x (t, fx) de perioadă o> (fx) astfel ca lim co (fx) = 6>0, limx (t, fx)=2> (J). tx-fO tx-fO 
Demonstraţie. Fie o>(fx) = o>0( + fxa(fx)), t= [1 + (хос((х)], Y(S, D) = X X[S( 1 + Ра), [x]. Avem d d — V (s, V»)  — 
% 0 ( 1  fxa), [x] (1 + Ба) = ds dt = (1 + ос) х 0 ( 1 + а), fx], x [s (1 + fxoc) — T, [X], fx) == (1 + [XA )f[y(s, fx), y(s - 
0 ([X),[X) [X], 0 ( [ X ) = 1 + Бос (fx) Dacă x e periodică de perioada co(]x), y va fi periodică de perioadă «00 şi reciproc. 
Avem — y (s, (x) = / [y ($, |х), y (s - 6, [x), [x] + jxa/ [y ($, fx), у (« - 6, fx), [x]. as (62) 


SISTEME CU ARGUMENT ÎNTÎRZIAT 415Punem y(s, (x) = p(s) + [x2(s, (X). Eezultá -2-*»(«)4- t*) =/*»(«) + FA fo V-),P(s 
-0)--0,-dsds* VXf[pís) + (Jus(s, fx), p(s — 6) + fXZ(S—O0, fx), JX] ==/[Р («),*(«-0), О ] + vfu IJ>(8),p(s- 
0), О] (S, (x) ++ v f, [P («), P( s - 6), 0] 0 (s - 6, [X)- [X/; [p (5), 1) (s - 0), 0] + + У*Е[*С),Р(* ~ e)> 0] +СхО((х) = / [> 
($), р(9-Е) , 0] +-+\>Ж [P ($), P(s ~ Т), 0] z (s, (x) + [х/; [p (5),р (s —T),0] z(s- 6 fx) ++ У& [> («)> V(s- T),0] + 
(Xa/ [р (s), p (s - Т), 0] + [p(«9, p(s -0)0] -f[p(s),p(8- T),0] * [XO (ух). Avem/ [P(«), i» (« - 0), 0] - / [P(s), P 
(S - Т), 0] = = /; [р («), 3> («- T, 0] [ P(s-6)-p(s- T)] * o(N«) = = ЕР (»),Р(* ~ 5, O]p(«- T) (6 - Т) -* O(tx) ==/; 
[p ©), p (S - T), 0] / [p (s - Т), j» (S - 2T), 0] + O (IX2). 1 + [ia Eezultá = ^(s)s(s, (,) + B(s) z (s 0, (x) + *"(«) + a (&)«?(s) + 
ds + fxJ? (s, 2 (s, (X), 2 (s - 0, (X), [X), (63>unde am notat *(») = Ё» [P(«), P(* - t) , 0]. Considerăm sistemul £(s) = A(s)z(s) 
+ Bís)z(s - T) + .F(s) + a0G(s). (64> Condiţia ca acest sistem să aibă о soluţie periodică de perioadă co0 este (*<*>0 Va(«) 
IF(s) + a0 O (s)] ds = 0. Jo Deoarece conform ipotezei din enunţ, ре baza lemei rezultă f«coVq (s) С (s) ds =f= 0 această 
condiţie permite determinarea unică a Іш a0. Fie a0, determinat astfel şi zO (s) soluţia periodică a sistemului (64) care admite 
evaluarea” zO(s)v«E(mv W^ + К I sup|G]). 


416 TEORIACALITATIVÁ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Formăm sistemul z(s) = A (5) z(s) + B (s) z(s - T)+F(s) + A, 
(JX) G (S) ++ B (s) Оо (8 - 60) - s0 - t ) | + fxffo 1>, (5), *o (* - е0 ), у-1 (65) uude 00 = > iar HO este ceea ce devine Н cînd 
a se înlocuieşte 1 + rta0 cu a0. Sistemul (65) admite solutieperiodicá de perioadă о>0 dacă şi numai dacă (s) {Е (s) + ^G(s) + 
B (s) Oo (s - e0) - «o (° - *)] + .'o + [xffo [<> («), *o (* - eo)» v-]) CU = 0. Deoarece P 5 (*)<?(*) ds ^O , Jo această 
ecuatiepermite determinarea unică a lui o^t1)astfel ca lim ax(fx)- a0. Presupunem ах([х) astfel determinat şifie ^5, fx) 
solutiaperiodicá corespunzătoare aleasă in mod unic la fel ca mai sus. Formám sistemul z(s) = A(s)z(s) + B(s)z(s - T) +Е($) + 
*96(N)G(8) + + B (s) ОГ (S - 01, р) - *1(5- Т, &)] + fxffi 0, %(«, [Х), SX (s - 01? Ж), [X], x unde 0X = > iar Hz este ceea 
ce devine H cînd a se înlocuieşte cu av 1 + [xax Ca mai sus, din condiţia ca acest sistem să admită o soluţie periodică, de 
perioadă о>0 se determină a2(tx)si apoi se alege solutiaperiodicá Z2(s, fx). în general, se consideră sistemul t(8)-A(8)z(8) 
+B(s)z(s - t) +F(s) + «,„(tfGis) + + B (8) Oa-1 (8 - On 1, fx) - (8 - T, №] + + (Afln-1 O, (*> 1 (8 — 6«-[> unde On х= » iar 
Hn 1 este ceea ce devine JET cînd a este înlocuit 1 + cuan !. Condiţia ca acest sistem să admită o soluţie periodică permite 
determinarea Іш an([x) şi apoi se alege soluţia periodică zn (s, fx). Dacă demonstrăm cá şirurile ocn (Vx) şi zn (8, fx) converg 
uniform pentru | fx| < fx0 şi dacă a (fx) = lim an (fx), (s, fx) = lim sn (s, fx), 0 (fx) = lim On (fx), n-fao n-fao п-+ао atunci z (s, 
fx) verifică sistemul (63). Calculele efectuate arată cá y (s, fx) = = P (s) + [iz (s, fx) este o soluţie periodică de perioadă о>0 a 
sistemului (62) 


SISTEME CU ARGUMENT ÎNTÎRZIAT 417si x(t, fx) obtinutádin y (s, X) punînd $ = va fi o soluţie periodică 1 + ха de 
perioadă co(jx) = o>0( + f*a) a sistemului (60) care pentru fx 0 tinde către p (t). în acest fel, pentru ca teorema să fie 
demonstrată, rămîne să demonstrăm сопуегоеща aproximatiilor succesive. Avem -j- IX+i (*, \) ~ p)] = ^ (*) KH (*, V-) - *, 
p)] + ds + B (s) [zn*1 (s — t, (X)- sn (s - Т, [X)] + [an + 1 ([x) - oen ([x)] С (s) + + B (s) [zn (s - en, №) - (s - , [X)] +В (s) (8 
- Т, ID - zn ( s - T, fx)] + [x£Tn Fie 6n = sup sn+1 (8, [X) - sn ($, [X)|], ап = sup | ocw-1 (fx) - an (fx). Atunci rezultă 6 n < 
MOan + | M^Mn-1 + I (&| - IM deci 6n < № ап + | [x| M (few _! + an !). Mai departe, din r ® W^W - W-BW-6n-(*-^ 


un + Јо + [XJTJds = 0 \2 (5) tF (5) + an <? ($) +В (S) (8 - , № - (s - Т, (X)] + Jo + pLff^ J d* = 0 Tezultă («»-1-«J ^ 
q(s)G(s)ds = \ q (s) B (s) [zn (s - On, fx) - z^ (s— Jo Jo —1 *) — п) + 2n-i(* — T, |] d« + I V q (s) [Hn - ds. De aici se 
capătă an < ЈИ | x | + Jf5 | [x | ón x + Jf«|n|an xdecian-|[x| Л (бп ! + an-i)Eezultá, în definitiv, bn + an < | fX | M' + 1), 
ceea ce arată că dacă | fx | e suficient de mic, convergentauniformá este asigurată. 


418 TEORIACALITATIVÁ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Evaluările făcute au presupus evaluări prealabile ale 
aproximatiilor succesive care să asigure că aceste aproximatii nu părăsesc un anumit domeniu, relativ la care se calculează 
constantele M care apar în aceste evaluări. Asemenea evaluări prealabile se obţin imediat prin inducţie. Teorema este 
demonstrată. Continuind studiul sistemelor de forma (60) vom presupune că pentru (1 = 0, sistemul admite o familie de soluţii 
periodice p (t, c19 ..., ck) de perioadă о>0 (c1? c2, ..., ck) > T. Yom face ipoteza cá co0 c2, ..., ck) admite derivate parțiale 
continue. Acolo unde nu există pericol de confuzii vom scrie c în loc de (c19 c2, ..., ck). Fie А (t, c) = fu[ p (t, C)p (t - T, C), 
0], B (t, c) = fv c),p(t- T, C), 0]. Considerăm sistemul d z(t) dt = A (t, c) z(t) + B (t, c) z(t — T).(66) Avem («><0 = / [P 
(*> с)> 0] ААр («, с) =/м [Р («, С), р ({-Т,С), 0 ] + ата 4-Е, [р(+,е),р(1-х,е), 0] -A(t e) р (Е, с) ++ B(t, 
с), deci — p (t, c) este o solutiea sistemului (66) şi această solutieeste period] dică de perioadă о>0 (c). La fel d dp = dp =J 
| ^íhe)p(« chQ]-dtdcídcidtdci- A (t c) t PM. B(f»c)Jg«- *,«) dci dCi şi deci-^- sînt soluţii ale 
sistemului (66). Dacă co0 (c) nu e constantă, dci aceste soluţii nu sînt periodice. în cele ce urmează vom considera tocmai 
cazul cînd о>0 (c) nu e constantă. Fie c o valoare fixată a lui c. Considerăm funcția p [ С° ^t, с L*>o(0 care este periodică de 
perioadă co0 (c*). Derivatele ei în raport cu ci în pune 


SISTEME CU ARGUMENT ÎNTÎRZIAT 419tul c vor fi functiiperiodice de perioadă о>0(с ). Vom nota aceste derivate CU (ft 
(І, с). Avem ^ (idolii th A?«(*,«) ^ deci =? I( HC) T T : dp(t, c) ас{ <*>o(0 dci dl Considerăm funcţia z(t)=tMkll=t 
Jb»(gpít х0о], аї Avem £ -/!*<«, °), P(t- Т, C-), 0] + a (f, o^^--fB(«, dl dJ dl deci =]. («,c*) 0(<) + jb (1, 0%) *(« - T) 
t / [р (1, 05), (1- t, 0), 0] + di + tB (t, с) [p («- T, O , p (< 2t, 0%), 0]. Notind O (b c) =f [p («,с*), p (t- T, 0,0 ] ЕВ (t, 
e)f [p («-r, o*), p («—2Т, O*), 0] rezultă dz — = -A («,0*) *(«) + B(t, c)z(t - t) + «?(*, c*). (67) dt Presupunem cá pentru 
indicele 1, d^ofc ^= 0. Atunci dCi - ^r ,, (£, C) = *(*)- MI «(O. dco0(c*) dCi dco0 (c*) dci dci Dar dffc ) <*o(c) egte 
s o iu феа sistemului (66) cu c = ciar dc* 4со0(с*) dci verifică sistemul (67); rezultă că 6)0 ^ c*) verifică sistemul (67). 
dco0(0 dci Cum «Pi(t,c*) este periodică de perioadă «o0(c*), rezultă cá sistemul (67) admite solutiiperiodice de perioadă 
со0(с*). 


420 TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE Pe de altă parte, M^AL-^e)—^oMzpihc) 4с1 «o0 (с) 
del dt OCj «o0 (c) асу dt Eezultá(c)dp(t, c) 9(00(c) dp(t, c) v ^0(0) rt A ^V ATI VJ/ AI) Vj' ocfocl ocl ОС] dC] ocl si 
deoarece cp?(J, c) sînt periodice de perioadă <о0(с), funcția din primul membru este periodică de perioadă со0 (c). Eezultá 
cá pentru totic sistemul (66) admite cel puţin soluţiile periodice de perioadă <о0(с), Ap (t) C)i^dp(t1cl d^dp^cl 
i 0 = 2,3,..., *). dt dCj del del dC] Sistemul adjunct sistemului (66) va admite şi el Ic soluţii periodice de perioadă coq (c) pe 
care le vom nota cu ^c), j = 1, 2, ..., Jc. Deoarece sistemul (67) admite soluţii periodice de perioadă «o0(c*), rezultă, pe baza 
teoremei 4.18, cá V b(s,c) G(s,c)ds = 0, (j = 1, 2, ...,*). Jo TEOREMA 4.28. Dacă pentru | P | < {ЛХ sistemul (50) admite o 
soluţie periodică x(t, c^ jx) de perioadă «o(c*, (JL) astfel ca lim %(6 c^ (JL) =р(у c*), lim CO(C*, JJL) = «O0(C*), (Jt-FO 
H-FO atunci Pi(c) = 0, unde P , (с) = V («, e) £ [p («, o), p (« - ,o0),0]dL(j—1,2,..., FC). Demonstraţie. Fie JJL) = 
«o0(c*) [1 + [1a(c*), ţi)]. Facem schimbarea de variabilă J = s [1 + [xa(c*, t1)]. Мойт y (s, с\ [L) =x 0( 1 + l*a), cip]. Avem 
— y(*9 = (1 + (AA)fly(Sj C*, [A), -0(C*, JL), C*, JD], ds unde 1 + [ia(c*, fx) 


SISTEME CU ARGUMENT ÎNTÎRZIAT 421Punem y(s, с', (i) = p(s, e) + [xz(s, с, fx). Eezultá dp[s' e ) + o*, ii) (1+ 
(icc)f[p(s, c)-[iz(s, o', 1),р(ѕ-е, е)+ ds ds + (1z(s-0,c, (1), [X] =(1+(Ха)/1>($, С*), р($-Тс),0]++(+ 
(xa) {/[1>($, + o', [x),p(s-0, с) + (x»(s — 0, e, ух), fx] - £[ P (« О), p(s- Т, C9, 0]! = (1 + (X«)/ [È (s, o, 1> (s - T, О*), 0] + 
+ (1 +ixa) (.A(s, c%)(X«(s,c , ух) +JB(s, O [fxz(s — 0, c*, jx)*p(s — 0,c*)— - j> (« - t, 09] + (x/^ [p (s, c%), p (s 0%), 0] + 
o ((Х2)} == (1 + (Xa) [p (s, c*), p(s — г, C-), 0] + (X (1 + (Xa) A (s, с*) 2($, c*, jx) + + (x(1 + (xa)B (s, с*) z(s - 0, с*, (х)+ 
(1 + (ха) В (5, с*) p(s1-[xaai ^t, o*^[p(s,c*, p(s-t,0,0]* 0([x2).Deaicise capátá^z(s,c*, јх) =]. (s, 
c*) 0 (s, с*, jx) * B(s,c)z(s—0,c,(x) *ds*/;[p(«0,0,0]* A/[p(so*),p(«-Lo*),0]—--*a15(s,o*)/ 
[p(s-t,o*),p(«-2t,09,0]*o(tx). Notind ^ («,О («O, р («< Т, С*), 0] avem— O(s, o*, [L) = A (s, О O(s, o£, fx) + 
Е (s, c)z(s- t, c*, fx) + .F (s, О + дѕ +а(х(5, с*) -z(s,c*, іх), 5 ($ — 0, с*, (x), [x]. (6 8) Dacă x(t9 (x) este de perioadă 
«o(c*, (x), atunci y ( s , c*, (x) este periodică de perioadă «o0 (c*), deci z(s, с\ (х) este periodică de perioadă t * > 0 (o 
Deoarece sistemul ( 6 8 ) admite soluţii periodice de perioadă с*>0(с*), pe baza teoremei 4.19 rezultă pcot(c*) v <!*%,(«, с) { 
.#(5,0 + а<?(5, o + {xff} ds = 0. am văzut însă că SCO»(c*) 


422 TEORIACALITATIVÀ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE deci Cum această relaţie este verificată pentru toti [L CU | JJL | 
< (ХО, rezultă рсо0(с*) \ h(8,C)F(8,C)ds = 0, deci P, (c) = 0 şi teorema este demonstrată. Pentru obţinerea unor condiții 
suficiente de existenţă a soluţiilor periodice se poate folosi o metodă dată de S. B". Simanov. Fie zl, Z2, ..., zk soluţiile 


periodice de perioadă «o0(c*) ale sistemului (66) pentru с = c. Vom presupune că sistemul (66) nu admite soluţii periodice de 
perioadă со0 (c*) К independente de acestea şi nici soluţii de forma zO(t) +1 S] YjZj(t, c*), j=i unde 20 e periodică de 
perioadă co0 (c*). Această ultimă ipoteză este echivalentă cu faptul cá det V <!>,(*, c) [*«(*, ОМ * - T, O]ds=£0. într-adevăr, 
funcția z(t) = J^Y* ?j verifică sistemul j = A («, c) z(t) + (<, c) z(t - Т) + dt + SY* O+ ТВ& ОМ *-Т, ОТ. (69) j Dacă 
determinantul e nul, se pot alege Y< astfel ca ра>о(с*) SV «W (*> O [a» («, 0%) - TB(«,c*)(«-T,o*]ds Y<=01Jo 
deci sistemul (69) admite o soluţie zO(t) periodică de perioadă coO(OAtunci zO(t) — tj^ti 91 a r soluţie a sistemului (66). 
Eeciproc, dacă există j o soluţie de această formă a sistemului (66), funcția zO(t) verifică sistemul (69); dacă sistemul (69) аге 
soluţie periodică, există y* pentru care sistemul de ecuaţii liniare are soluţii, deci determinantul e nul. Să formăm acum 
sistemul ajutător ^^ — A (8, C) z(s) + B(8, С) Z( S- T) + B(8, C) [*(« - 6) - *(«- T)] + d$ + F(8, C) +a (О fDG(s, C) + 
[LH О, Z(8), Z(8- 6), (X] + (70) + S^to( * > + T B (8> ** (* - Т> 


SISTEME CU ARGUMENT ÎNTÎRZIAT 423Demonstrám cá se poate construi un procedeu de aproximatii succesive care să 
permită determinarea simultană a constantelor W, si a unei solutiiperiodice z(s, Mx, ..., МКТ a, (x) a sistemului (70), 
corespunzătoare unei soluţii EJfj zj a sistemului (66). Dacă se pot alege Mf([JL) şi a,-(fi) astfel încît pentru soluţia 
corespunzătoare să avem Wi? = 0, j = 1, ..., ft, această soluţie verifică sistemul (68) şi conduce la o soluţie periodică de 
perioadă co(c*, (х) a sistemului (60). Alegem # = Mxzx +... + Mkzk, = 0 şi considerăm sistemul d*(s) ds = А (8, Oz(s)+ 
B[8,C)Z(8-V)+B(8,0[>*(s-6)-2*(s-T)]++F48,c0) +а(с, (X) О (8, O + Ё [s, ^ (s), (s - 6), (x] + Е ТЕ, &(« 
O , J unde am notat ^ TF*) = ZJ [8, C *) - TB(8, C) ZI(8- T, C). Acest sistem admite soluţii periodice de perioadă 
c*»0(O dacă $1 numai dacă ! (*, O(«,O[»?(*-6)-(*- T) ] X + F(8, c) * pH + Е TFiXij ds = 0. Deoarece det V Xi ds ^ 
0 Jo aceste condiţii permit determinarea unică a constantelor WA şi apoi a soluţiei periodice zHs) = М121 +... + Mkzk +4 
Z/(s). Procedeul continuă; se formează sistemul = A (s, c) z(s) + B (s, c) z(s —t) + B (s, с) [2*-1 (s-6)ds--T)]+F(s,C) 
t « ( 096 fx) G(s, O*) + + fxff[s, (s), - 0) , [X] + £ Wt Xi. Se determină W* astfel ca acest sistem să admită soluţii periodice 
de perioadă co0 (e*) si se alege soluţia periodică *( 8) = MIZ!*...- MKZK-***(8),solutia (s) fiind determinată 
astfel încît I *»*(«)! «LK, 


424 TEORIACALITATIVÀ A ECUATIILOR DIFERENTIA LE unde L depinde de sistemul omogen (66), iar K este marginea 
superioară a termenului liber. Constantele W* depind de (х şi se vede cá Wf(0) sint date de sistemul \ 4», (s, e) F (s, c) ds + £ 
WA <W Xi ds = 0. JO i Jo Dacă presupunem îndeplinită condiţia P , ( 0 = 0,j = li rezultă ТЕ"(0) = 0 pentru totin. Yom scrie 
mai departe W* ({х)= [xTf?((x) şi «"*(«)= (*) + «*"(*), unde z*(s) este soluţia periodică a sistemului = a («, C) z(s) +В (8, C) 
Z(8-t)F (s, с) +a (0% [X) С (s, c ) (71) ds aleasă astfel са | «* (8) | < Гзаир ( ТЕ (8, О) | та (с% fx) L«? (5, О В. Avem 
*"(«)— S 9o + z* («)-- JI**" («). j Funcţia [ x ($ ) verifică sistemul = J. (8, c)z(s) + B(8, c)z(s - T) + ds -2?2(5,0(5-6)-(8 
-T)]*CI^.! x [XIW? XJ , unde am notat J5Tn 1 ceea ce devine Н cînd z se înlocuieşte cuz 1 . Fie = $<«+(5 ) — (s). 
Avem d'W (X —!1 =J. (s, e) (Lun (s) + B (s, с*) (X«,(s — T) + ds +В (s, e*) [2» (s - 6) — as"-1 (s — 6) ] - B (s, c*) [zn 
(s—x)-z»-1(s—x)] + + [L(Sn- H.J + (i S (W^-WÍ")*. Darz"(s—6)—a"-'(s—6)-7(2»**(s-6)—fxz 
—!*'(3—6)={Ах,, -I(S— 6). Eezultá dtf (X — = А (s, с) un(s) + (s, О «(s - х) + (X£(s, c) un x(s - 6) ds (s, c) 
«n Y(s - x) +. (Х(#,, - I^) + (X (WT» -W?) 1 deci - s - = A (s, О (s) +В B(s,c*) «(s- х) + ds +В (s, О [<,, !($ - 6) - (s - x)] + 
Hn- Hn t+ £1 - WT] x, i 


SISTEME CU ARGUMENT ÎNTÎRZIAT 425Fie bn = sup | un (s) . Avem Ни = H [S, 0» (8),^(8- 6) , (X, = Н [8, ^ (8), 2» 
- 1 (8 - 0), [JL] deci = IM I*.-IWI + I M^K-IO? - 0 X I M i&n-l. Mai departe m-l ( « - S) "^n-1 = V^ (t) dl = J8S—T /*«—е = 
У {A (t, c) (t) +В (t, с) (t- х) + Js—T 42? (*, c*) [an 2(£-6) - wn 2(*-T)]+(1,.1-Bb 2)-wr1)30j dfideeiI««- 
i(«-«)-«-x(«-t)|«]|ji 11 «e|(£, &,, !+14 &,, 2 + undeamnotati(xipB-suP|W?-i-wn.j Eezultá I Uu I< I fX | 
LAh-!+ bn 2 * I[LI * pn), deci Ба < I[JL|- 6N. 2 +1(Х |Рп-1 + Pn). Constantele [JL W? sînt date de sistemul V ^ (s, с*) 
{В (s, е") [2"-1 (* - 0) - (s - x)] + H^Jds + fto0(C*) i .0 Notind W?+1 - W," = vi rezultă I*r ' h Xi d« + r' (s, с) В (8, С’ [»»(8 
-0)-2*-1(8-0)Jo.'o Мо<« - * ә («- Т) +5 — 1(5-Т)]45 + (5, О -йѕ = 0 deci *aids&? + \ <Мх, cB(S,C) [«, ! 
(« 0) -Т) |5 + * Јо Jo о0(с*) + \1>1(8,с-)[Но-На 1]às = 0. 


426 TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE De aici rezultă I(X |PN «I8[|(X|I9(&N. 1+ 83 2+1 
(XIPN_X)+I(X|LIO&N_X ]deci Ра < Lll(&n-l + + 12 I M ° Evaluările obţinute pentru bn şi (3n permit să se 
deducá pentru | (x | suficient de mic convergenta uniformă a aproximatiilor succesive. Trezind la limită în relaţiile care dau pe 
W? rezultă cá Wi verifică relaţiile } (S, (S, С) А [Z(8 - 6)-0(8-T) ] + ffj ds + fco0(c*)fwO(c*) + $ \ «Wx«ci»Tr4 = о. 1. 0 
Condiţia ca Wi să ће nuli se scrie V ^( 5,0 ($, с) — 17(8 - 6) - 0($ - Т) ] + Hids = 0. Dar 4(8 _6)-0(8-%0=£M,IZ,(8 
-6,C)-Z^S-tC)]*1- S*(8-6)-S*(s- T) c(Xiz*(* 6)-«T(«- T)]. Eezultă condiţia \ ^ ($, О)-В($,е) {8 
Mi[gt(s-6,09)-*,(*- LO9]*«*(»-6)^4(72) Т)} DS + V (s, с) В(8, O9) [AR(«-6) (*-T)*2]DS-0. 
Pentru (х 0 această condiţie devine r<->0(OfMotf ) \ 4»,($, о*) a(C, 0) T 5 (S, 0 [£ Jf, (s - Т, C) + 1'(s-T)] ds + о» +г 
"s, c*) B(s, с)Н ds = 0, 'AJo unde H- His, Yi Mi *i(«2«0 + ** (*)> 95 *« - Т + **— Т) Н 11 таг este solutiaperiodicá 
a sistemului (71) în care a (c*, (x) este înlocuit cu a(<f, 0). Aceste condiţii permit determinarea constantelor Jfi (0) şi a(c*, 0), 


una din constantele Jf((0) fiind luată nulă. O dată Л (0) şi «x(c*, 0) “astfel alese, condiţiile (72) permit determinarea, pe baza 
teoremei funcțiilor 


SISTEME CU ARGUMENT ÎNTÎRZIAT 427implicite (dacă jacobianul corespunzător este diferit de zero), a funcţiilor Mi([L) 
şi a(c*, (x) astfel încît WA([1) = 0. Se obtineatunci soluţia z(s, (x)= S JMfx) *<(•, с) + Z(s) + fJLz*(s) a, sistemului (68). 
Punînd y(s, fx)=i>($, C ) + [LZ(S, (x) şi apoi ^= 7 — > AM-Hfxoc; sîntem conduşi la o soluţie periodică a sistemului (60) cu 
proprietăţile cerute. $ 13. SOLUŢII APROAPE-PERIODICE LA SISTEME CVASILINIARE CU ÎNTÎRZIERE Pentru 
sistemele cvasiliniare cu parametru mic vom indica o nouă metodă de demonstrare a existenţei soluţiilor periodice. în 
problema soluţiilor periodice această metodă conduce la rezultate mai slabe decît cele pe care le-am obţinut mai înainte, dar 
avantajul ei constă în faptul cá se poate aplica şi la demonstrarea existenţei soluţiilor aproape-periodice. Eolul esenţial îl 
joacă următoarea : ТЕМА. Se consideră sistemul ^ L= [° x(t + s) d, 7) (*, s) + f ( t ) (73) dl J oo unde 7) are proprietăţile 
precizate în $ 3, iar fe mărginită pentru t^» 0. Dacă soluţia banală a sistemului omogen corespunzător este uniform asimptotic 
stabilă, atunci toate soluţiile sistemului (73) sînt mărginite pentru t^O. Observaţie. Această lemá se prezintă ca o reciprocă a 
teoremei 4.15. Demonstraţie. Pe baza teoremei 4.4' există o funcţională V[t, 9] definită pentru orice t >- 0 pe spaţiul funcțiilor 
9 continue! pe [—r, 0] cu proprietăţile : 1? LL?LL2<^[L, <PI<IT1II<PII2; 2? ТУ П], <PI] - V [t, <p2] I < Kx (II 91II + II 9,11) | 
«PI - Vili; 30^flup + + + tp, <р) ] - my(t + sjto, 9)] < Л «-Ny(t + s-, *0, «p)|2, unde y (t; t0, 9) este soluţia sistemului 
omogen care pe [t0 — T, I01 coincide cu 9. 


428 TEORIACALITATIVÀ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Tinind seama de formula (18) rezultă evaluarea \\х(& + h + s-, 
tx(t + s; t0, 9) | «1j x(t- s; t0, «p)|| + + hLzM, M = sup |/(«)| $1 \x(t+h + 53, x(t + s; t0, <р)) — y(t + h + s; t, x(t + s; t0, <p))] 
«fti2 M. Eezultá | V[t + h, x(t + h 5-,6 xft + s-,t0, 9))] — VIt + hy(t + h + 53, x(t + + * 0, ?)) |ZK^LJx(t 5-40, с?) + 
hLzM)hL2M deci Um cup + «(*+ * + «;<», SP)] — + «0, 9)] В < - | | x(t + s-,t0, 9) |2 + LM \%( + s; t0J 9)|. Fie acum x(t; 0, 
<р) o soluţie oarecare pentru care funcţia inițială verifică relația У [0, 9] -K1L2M2. Demonstrám cá pentru orice < > 0 avem 
VIt, x(t + s; 0, 9)]«^112Jf£2. Dacă acest lucru nu ar avea loc, ar exista tx > 0 astfel са şi deci ar exista 0 < t2 < t+ astfel ca V[t2, 
X(2 *8,0,2)]2^112Jf2S$1V(t, xt- 80,9) | 2.£ 112J f2 pentru 2 «t « ^. De aici rezultă + x(t2 + h + s-, t2, x(2 + 
s; 0, 9 ) ) ] > V [t2, х(@ + s-, 0, 9)] şi deci Umsup 7; ; ; 0,9)] ^ О> h Pe de altă parte, limGup++h+810>9)-+%,; 
0,9) |^А<- 114(1, + «; 0, <р) I2 t 1J f|| x(t2 + <; 0, 9) П = = П® («, + *; о, 9) H ( - \\(t3 + s; 0, 9)11 + LM). Din V [tz, 
x(t2 + s; 0, 9)] = -B^i* JP 


SISTEME CU ARGUMENT ÎNTÎRZIAT 429V[t, <р] < JSETx II а»« KIL*M*-K1Wx(t2  s-,0, 9)|«, ||«(1, + »;0, <p)b >12 
ЈР || x(t2 + 8; О, 9) | > LM. Si rezultă deci sau Eezultá jto 3up УШ + <*>(h + h + s-, 0, T )] - V [t2, x(t2 + tj 0, <p)] < 0 h Am 
ajuns la o contradicție, deci V [<, x (t 5; 0, 9) | < Kx L2 М2 pentru toti t 0. Dar 9] > || 9II2, deci | х (t+ 0 ; 0, 9) | |< ҮКІ 
LM = KM. în acest fel lema e demonstrată. TEOREMA 4.29. Fie în sistemul (73) funcţiile 7) sif aproape-periodice int(r^ 
aproape-periodicá in t, uniform in raport cu s). Dacá solutia banalá a sistemului omogen corespunzátor este uniform asimptotic 
stabilă, atunci sistemul (73) admite o soluţie aproape-periodică. Această soluţie este evident unică -şi verifică o evaluare de 
forma | x0 (t) | <; KM, unde К depinde numai de 'sistemul omogen, iar М = sup \f |. Demonstraţie. Conform lemei precedente, 
soluţiile sistemului (73) sînt mărginite; fie и 0) o astfel de soluţie. Scriem 4 - >(*+ 8) - «(*) | «(* + 0+ «) 1j («* 6, «)+/ (* 
+ 6) — dt J-oo - Е u(t + 8)da-n(6,8)-f(t)-? [U(t- 0 + s)-u(t + s)]d8yi(t,s) +J QO J 0 0 y u(t + e 5) d, [TJ (t + e,s) - Ү)(«,•)] 
+ f(t- 6) -/(<). Fie y (t) soluţia sistemului omogen care pe [—T, 0] coincide cu u(t + 6) — u(t); notăm v(t) = u(t + 0) — u(t) 
— y (t). Avem v(t) = 0 pe [—T, 0] si = v(t + s)d,rl(ts)-^ u(t + О + s)d.s [vj(«*0,«)-v)(««)]* 


430 TEORIACALITATIVÀ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE i Pe baza formulei de integrare prin părţi, u(t+ e - s) d, |» (« 
+ e,s) - 71(*,$)] =u(t+ 6)[»)(-0,0)r- 7 (5 0) ]-n(*-*0-t) h(t*6,-t) - 7) (6 -t) | du(t) Fie Jfx = sup | u (t) |, Jf2— 
sup dt fü Eezultă ^ (i + 6 $) d, В («+ 6,«)- Y) («x.] Xj fi(h(«-^elo)-ii(«fo)i*-|Y(t-E,- T)-7 («-T)D *J 
f2 T sup 17, (++ 6, 8) - 7) (*,ЕЕ)|. Fie MO = max (2Jft, T Jf2, 1} şi бо — aproape-perioadă 4JOf0 comună a funcțiilor г] şi/. 
Atunci | Y) (*+0,8)-ri(t,s) | £( t- 6) -/(«)|« 410f0 4XJf0 Tinind seama de lemă, rezultă |T? (* )|<JNALSUP(|Y 
)(*-0,0)—7)(£00)|7|7 *0, — Т — 7) (£,——T)|) **jf2tsup|7)(/*6,*)-7)(*,s)i*bupl/(«-76) 
-/(/)[? decibtt)|«zf2JIf1—-hJf2T + W —*1 LUKMO 2 4jOf0 4КМЈ 4 Prin urmare | u{t+ 6) — 
u(t) — y(t)\ < —pentru t> — t. 4 Pe baza ipotezei făcute asupra sistemului omogen, există T(e)cu proprietatea că t > T implică 
W(t) < - * 4 De aici, pentru t> T, deducem | u(t + 0) - u(t) | < e. 


SISTEME CU ARGUMENT ÎNTÎRZIAT 431Eezultă că pentru orice e > 0 există 1 (s) şi T (e) cu proprietatea că în orice 
interval de lungime 1 există 0 astfel ca | u(t + 0) — u{t) | < s dacă t> T. Aceasta înseamnă că soluția u (t) este asimptotic 
aproape-periodicá. Atunci u(t) = xO(t) + «*(t), unde x0(t) este o funcție aproape-periodicá şi lim co (t) = 0. Avem A ^K ^A ^ 
LC x0(t + &)d8rl(t,s)--f(t)? <o(*+s)d,7) (*,*)* dt dt: _ o o J - o o Deoarece co(J) tinde către zero cind t-*oo, rezultă lim | со 
(t * s) da 7) (tj 5) = 0 [căci | ( co (t+ s) d5 7) (t, s)| <J QO VJ «O «sup |i»(t+ 5) \у SV 8 8——T J = X0(t + 
s)d8rl(t,s)+f(t) dt J oo Deducem şi existenta soluției aproape-periodice este demonstrată. Din u(t) | < КМ rezultă | х0(0 | < 


KM + |co(J) |. Fie e > 0 ; din lim co (t) = 0 rezultă că există T > 0 astfel ca pentru t^ T să avem t-+Q0 I *>(%)!<-> d e c i I xo 
W I +— pentru J> T. Fie J arbitrar; există o 2 2 — aproape-perioadă 0 astfel ca t + 0 > T. Atunci A \х0(++ QJVKM + -^sixO(t 
+ Q)- x0(t) | < —, deci 2 2 X0(t) «KM + z. Cum $ este arbitrar, deducem Teorema este complet demonstrată. TEOREMA 4.30. 
Se consideră sistemul = (° * (t + $) ds Y) (65) +#(1) + По [у x(t + s), (X], (74) dt J-oo imdie TJ şi f sînt ca in teorema 
precedentă, iar g verifică o condiţie de tip Lipschitz în vecinătatea soluţiei aproape-periodice x0 (t) a sistemului generator ' 
[JL - 0. 


432 TEORIACALITATIVÀ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Dacă soluţia banală a sistemului wa=£_,, +., d8 ) 
este uniform asimptotic stabilă, există (x0 > 0 astfel încît pentru | fx| < (x0 sistemul (74) admite o soluţie aproape-periodicá 
x(t, јх) cu proprietatea lim x (t, fx) = х0 (t). Această soluţie este uniform asimptotic stabilă. Demonstraţie. Existenţa soluţiei 
aproape-periodice х0 (t) а sisteihului pentru (x = 0 rezultă din teorema4.28. Fie z(t) = x(t)-x0(t). Obtinem d z(t) = Z(t + s) d, 
TI(t, $) + NLZN,/Z4t + «),fx]. ăt Fie z1(t) soluția aproape-periodicá a sistemului = «(*+ «а. ij («,») + ^^[*, 0, 0] at J—00 si zk 
(t) soluţia aproape-periodicá a sistemului dz(t) • = ^ * («--ff)df 7) («,ff) + («+ «),fx]. Aceste soluţii există şi sint determinate 
unic conform teoremei 4.28. Notind (*) = «*(*)—«*-1W deducem = %(* + *) 1 («,*) +H {Z [« («+ «), (x] - Z p, («+%, | 
deci, tinind seama de teorema 4.28, rezultă evaluarea | vk(t) | | АКГ sup |(t) - **-«(«)|= | (х| X1sup|vk t(t) |. De aici 
rezultá pentru | (x| suficient de mic convergenta uniformá a sirului de aproximatii succesive. Limita acestui sir este o functie 
aproape-periodicá z (t, (X) cu lim z(tj (x) = 0. Punind (x) = xQ(t) -|-z(t, (x) se obţine soluţia aproape-periodicá a sistemului 
(74). Stabilitatea soluţiei rezultă aplicind teorema 4.6 de stabilitate după prima aproximaţie . Teorema este demonstrată. în 
cazul particular cînd Y), /, g sînt periodice în t cu perioada co se obţine un caz particular al teoremei 4.23 (aplicaţia). 


SISTEME CU ARGUMENT ÎNTÎRZIAT 433 Metoda de mai sus se poate aplica la sistemele de forma = XO\t,x(t), — Т) ] + 
ТІ-ТЈР, x (t), x(t- T), (X], ăt unde ХО şi Xx sint aproape-periodice în t, uniform în raport cu celelalte variabile. Presupunem cá 
sistemul generator obținut pentru ti = 0 admite o soluţie aproape-periodicá х0 (t) cu proprietatea că sistemul în variaţii 
corespunzător are solutiabanalá uniform asimptotic stabilă. Atunci pentru | [JL | suficient de mic sistemul admite o 
solutieaproape-periodicá, care pentru tj L-*Otinde către soluţia banală. Punind z(t) = x(t) — xO(t) se obţine un sistem de forma 
**|p-—A(t)z(t) + B(t)z(t - Т) + ZO [hzithzit- Tft + y.Z^t, z(t),z(t-1)] at pentru care aproximatiile succesive se construiesc după 
schema (*) = 0, dZkAIt] = A (t) zk (t) + B (t) zk (t-t) -ZO[t, zk , (t), zk xítt)3 + ătzk (t) fiind aproape-periodicá. $14. 
METODA LUĂRII MEDIEI LA SISTEME CU ARGUMENT ÎNTÎRZIAT în cele ce urmează vom prezenta unele rezultate 
privitoare la extinderea metodei mediei la sistemele cu argument întîrziat. TEOREMA 4. 31. Se consideră sistemul x ( t), a? 
(«-T)].(75) ăt Presupunem cá X (t, x, y) e mărginită pentru t g (0, oo), x tD;y 6 D, 1 CT Jim — \Х(і,х,у)&ХО(х,у), 
xtD,ytD, T Jo şi in plus, pentru orice т] > 0 există 8 (y)) > 0 astfel încît să implice VX(t,x',y)-X(tx",y") V € ,, XO(x,y)- 

XO(x'", y") \ < YJ. Presupunem de asemenea că sistemul (76 at 


434 TEORIACALITATIVÀ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE admite soluţie unică verificind condiţia y(0) = x0. Dacă x(t,e) 
este o soluţie arbitrară a sistemului (75) cu A?(0,S) = A?0, iar y{t,e) este soluţia sistemului (76) cu y (0, е) = x0, atunci pentru 
orice T > 0 şi YJ> 0 există e0 > 0 astfel încît pentru 0 < e < e0 să avem x(t,Z)-y(t,z) «rl, te ,,To, — £ Pentru demonstrarea 
teoremei stabilim mai întîi cîteva leme. LEMA 1. Dacă 1 CT lim — X (t, x, y) dtf = ХО (x, y) pentru orice x tD,y £D, T-+CO T 
) O atunci pentru orice pereche de funcţii lo (t), lj (t), constante pe porţiuni, are loc relaţia lim C x f- , x (0, У (31 d«- C x 0 
[x («),у («)] dt. Jo Le J Jo Demonstraţie. Avem = lim e V X [u, x, y] Au = tx lim — V X (u, x, у) du = «о JO «->0t Jo Ck lim 
X z dt De aici rk = tx ХО (x, y) = ХО (x, y) d^. Jo lim( * x ( - , х, y)d< = V *XO(x,y).dt X V e I Jt, Si lim xi-, = * - TO (a?4, d«. ^ 
4.VIUJ]'Vi Cu aceasta, lema e demonstrată. LEMA 2. Dacă X(t,x,y) e mărginită pentru t 6 [0, оо), x G D, y G «i este 
soluţia sistemului dx (t) d* = enX[t,x(t),x(t- T)], atunci din lim zn = 0 şi lim xn [— = y (t) rezultă lim (—— T |= y (t); V en/ 
(presupunem cá pentru toti t avem xn (t) 6 D). 


SISTEME CU ARGUMENT ÎNTÎRZIAT 435Demonstratie. Avem pentruu >- T : = (*) d«- 0,(1*) -rE,J[t,o?,(), dtJ « T 
JW.TDeaici(7"- T)2("7")"ENXL*9X»(*)L&»(S—T^TZN.Fie| X(tx;y) < M pentrut6 [O, оо), x6 
D, ytD. Avem t Deci M Н y(t) < Pentru orice t> 0 si YJ > 0 alegem М (rh t) astfel încît dacă n > N (y],t) să avem en < min, (t) 
Atimei № "" T) --УН <^Реп+г Оп > N^silema e demonstrată. LEMA 3. Dacă lim en = 0 şi lim xn[- = y (t) uniform in 
raporttin[O,T], atunci[r'(r) (r^ T)]d*1-7(0jy(,)]áuDemonstratie. Avem(r)'(r T)]d«i-l1yí(t),ymdt« 
<Iij:Xn(r) (r-T)]d«i-&(t))»*ydh-*1£[r; (r^(r P)]d«i-£1y (t)»y(«1)] d<i cu 


436 TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Dar 1 Jo Jo ХО + < 2 J FEN T . Fie S (*/)) astfel ca pentru | 
x — x" |< 8, |у — у" | < 8 să avem | X (t, х', у) - X («,а", у") |<- Л», | X0 (х,у) - X0 (*", у") |< £-.JLJJ JLJLZJL Fie 
y(t) o funcție constantă de porţiuni astfel ca I V(t) - y(t) I < «OI) Pentru * € [0, T]. Alegem JT (*/]) astfel ca pentru > М (*/)) să 
avem en < (t) 16 M<z < 8(YJ) pentru en T < J <T. Pentru aceasta e suficient să luăm pe N (Y))astfel încît dacă N > JV(Y)) să 
avem en < min 116 M x 2Mt I | UJ in plus, N (T)) va fi ales astfel încît pentru n > N (TJ) să avem $1 171 xJ^.yftksr&jjd*!-^ X0 
[Y(t1),y(t1)']à.tl pentru — < < T. 2Jf Atunci t x 0 ty («!>,у (<i)] - x 0 1 y (b), y (33))] I< 12T 12T Prin urmare |^ X^.t-^-j' 


(t-- D] MI-"Xoly9 (h)l da«|J1 X^,,(f-)]dii-£x[7-» y («l)»y + 


SISTEME CU ARGUMENT ÎNTÎRZIAT 437+ + аб + + IC xKy(h),y(k)Vh |jTe,, Ге» J J«, епіс" XP*-,y^),^( MU^I 
-CIIJ T£nL £n J .'£ 1 0 -^oVy(h),y («i)]d«! - C x 0 [yi^v Vin&h I J TM, J«,, 12 124 122 o 12 în definitiv, pentru n>N 
(rt) avemCx.fA],A TY|da С<,Хо[у(М, y(h)] d^ Jo Le, w ,,;ve, 1\ Јо < -nsi lema e demonstrată. Să observăm cá 
am efectuat toate evaluárile noastre pentru U —2M deoarece pentru 0 « i. < avem 2M Jo Jo dtt « TJ pentru toti n. 
Demonstrația teoremei 4.31. Avem x (t, e) = x0 + X [u9 x (u), x(u—r)] du. Pentru t = — obținem e Ax, ej = х0 + e^ Xiu, x 
(u), x(u—-)] du. Facem în integrală schimbarea de variabilă v — zu. Atunci x(-7 e) - - S/[t'x[ Ti f- T) b Din faptul 
cá [X | < M, rezultă cá pentru 0 < tx < T familia | a^—, ej | e egal mărginită şi are derivate egal mărginite, deci este egal 
continuă. De aceea familia ja?^—, ej j e compactă şi pentru orice şir {ett} 


438 TEORIACALITATIVÁ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE cu lim zn = 0 se poate găsi un subsir {z ) astfel ca lim xn (—» 
еј = y «-*ao К-+ао ) convergenta fiind uniformă pe [0, Tj. Atunci y (0) = х0 şi din •• H° +î x [«-1? Mi" T)I dc obţinem 
pe baza lemei 3 cá y = «o + ^o ly («)> y (8)] *o De aici rezultă cá y e soluţie a sistemului y (t) = X 0 [y (t),y(t)2 Deoarece 
această soluţie este prin ipoteză unică, deducem cá pentru orice şir sn->0 există un subşir znk astfel ca Dar aceasta înseamnă 
că lim x (—, e) = y şi deci pentru orice е->0 \ £ ) < 13 pentru tx Е [0, T]. Fie J = * z > 0 există е0 > 0 astfel încît dacă 0 < e < 
е0, atunci Avem j x (t, z) — y (zt) |< TJ. Notám y (zt) = y (t, e). Eezultá — y (t, e) = —y(zt) = e — у (zt) = d£ dZ d^= e 
XO[y(zt),y (eJ)] = z Xo [V (h e)» y (© e)L deci y (t, e) este soluţia sistemului (2) şi У(0, z) = y (0) = x0. Teorema e 
demonstrată. TEOREMA 4.32. Se consideră sistemul ^ = zZ |Jt,z(t), z(t - ST), E], (77) dJ unde Z(t,u,v,z) are derivate parțiale 
continue de ordinul întîi şi Z(t* T, u, vfz) = Z(t;u,v,z). Fie ZO(u, v, z) ^ i [TZ(t, u, v, s) dt J- JO 


SISTEME CU ARGUMENT ÎNTÎRZIAT 439şi o soluţie a ecuaţiei Z^u^ufi) = 0. Dacă valorile proprii ale matricii 170(7°,у>, 
0) | dzO(y, 22,0) du dv au părţi reale negative, există eO > 0 astfel încît pentru 0 < e < s0 sistemul (77) admite o soluţie 
periodică de perioadă T care pentru e-^0 tinde către Şi demonstraţia acestei teoreme va fi precedată de cîteva leme. LEMA 4. 
Fie şi H2 matrici pătrate de ordinul n. Presupunem că valorile proprii ale matricii + H2 au părți reale negative. Atunci există 
Yo > 0 şi e0 > 8 astfel încît dacă 0 < e < e0, rădăcinile ecuaţiei det (e Hx + zH2 e-£rT — Er) = 0, -unde E este matricea 
unitate, verifică inegalitatea Demonstraţie. Punem г = es. Ecuația ia forma det (zH1-jr zH2 e-32sT — E z s) = 0 .sau det(J?i + 
H2 e-£2sT - JE7*) = 0. Dar Н+ + H2e -£2st —ES = НІ + H2—ES + H2(e—ST — 1). De aici rezultă cá det (Hx + S2 e—** - 
Es) = det (Hx + H2- Es) + - 1) f(s,z) == g(9) * I) f 9,9* Ecuația g(s) = 0 are rădăcinile cu părți reale negative, deci 
există y0 > 0 astfel ca in semiplanul «Qiz^» — y0 să nu existe rădăcini ale ecuaţiei g(s) = 0. Considerăm conturul care contine 
porțiunea din dreapta <Qtz— = — Yo Pentru care 8mz | <; B şi arcul de cerc de rază B situate in semiplanul Hiz> yo- 
Deoarece în interiorul acestui contur g(s) e regulată şi nu are zerouri, variaţia argumentului pe contur e nulă. Atunci, pentru e 
suficient de mic, va fi egală cu zero şi variaţia pe acest contur a argumentului funcţiei g(s) + (e-£2sT —1) f(s,z). De aici 
rezultă că există е0 astfel Incit dacă e < е0, ecuaţia dată să nu aibă rădăcini în interiorul conturului considerat. Să arătăm cá 
dacă К e destul de mare, ecuaţia nu poate avea rădăcini în semiplanul <Qtz> —Yo 111 afara acestui contur. Dacă se o rădăcină 
a ecuaţiei, există un vector c astfel ca (.Нх+Л2 e ^) c = sc; dar |«e«2 ^, |* | Je] = || e - 2 - eld [| lek «(1^11 + H^11 ee, y8 T) 
ее 


440 TEORIACALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE deci \ | М. Cu aceasta lema e demonstrată, deoarece dacă НИз 
< — уо rezultă «Vi г < — ey0 * LEMA 5. Dacă numerele caracteristice ale matricii НІ + H2 au părţi reale negative, există o 
funcțională V cu următoarele proprietăți: 1? F[«p]e definită pe spațiul funcţiilor continue pe [ — ST,0]. 2? II?|2« j||«p|[2 3? 
IF[91] - F[<p2]|<£O(1+—1 (i MI+M)II«Pi- 9.11 V eYo' 4° Mulțimea funcţiilor pentru care Е[<р] <; C e închisă şi 
convexă 5°lim++9)3-^9]^_i„||tpmtrus < £fl> A-*0 + J12 III $ 0 (E 0) > ипе ^(^Í^OJ?) e soluţia sistemului 
z(t) = 2ЈЕ+А(1,2(0), z(t-zt), e)] ««Hlzt)*Htf(t-zT) + Bz(t),z(t-^)' unde | A(t, u, v, 2) K-M"x ea pentru t>0,\u\ + wi<CMO 
B(uv) \<М2 fu |+ WV |} 1+р, p > 0, pentru u | + | v < MO. Demonstraţie. Considerăm sistemul y (t) = z (JGT^ (*) + H2y (t - 
ecuatieidet (eH1 -zH2e-erT—Er) = = 0 verifică inegalitatea «Qir < — eyi pentru 0 < e < e0- Dar atunci, după cum se stie, 
soluţia banală a sistemului este uniform asimptotic stabilă şi avem pentru orice soluţie evaluarea pentru ' > Yo« Yi arbitrar *). 
Fie VM = [??Ny(t + s; cp)|2dt  sup|y(«x + s; ?)|2. Jo *) Vezi rezultatele lui N. N. Krasovski expuse tn anexă. 


SISTEME CU ARGUMENT ÎNTÎRZIAT 441- 441 Am notat y(t;<p) soluţia sistemului (78) care pentru — ST <; t <; 0 coincide 
cu «p(f); peste tot în formulele noastre e-, 0] $1 Wy(t + s-, «p)|-sup|y(« + s;«p)|. Deoarece integrala e pozitivă siy (s 59) = 9, 
rezultă cá V [<р] > |«p|2. Pe de altă parte, deci F[<p]<i2||<p|]|2re-2s"d=<+":2 |<|2 = Z2 fn-^— ) *ol2ey0' 
Fie Si dacă avem deci dacă K » o T( YJ) = —In* * 0 avemeYo -nII? II < t>T(r)) I y(t, ?)) «KTQ1I?IIzs, 1.2 K80a In 5 
sYo II? II H?ll2]!f( «r7« ;<p)]2 < Si sup |! Қа + «; <р)2 = suplly (c + s ;<р)2 = |ус'+« ; 9) ID, rr^n 1 o 17st0^0 12K8 o < o^: 
SYo IMI deoarece |у(< + s ;<р)||2 e o funcție continuă de С. Mai departe 11 1 ^ + *;?1) 12 - + •;?,) Ш = = (Hy + 8 ; (PD) IE HI 
y*8J92)ID INV («* + S 19) I —ILy + 891) П | < (Му (G+ 8; 91) || - \У(@ + S; 92) |ly(«r*s; - 22) |- «2 Xe^(]|91]| 


119,11)^6^11^A—9,11 <£0(11<Pill + М) 11 «1-24. 


442 TEORIACALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE De aici rezultă sup Vy (cr + 5; 91) |1 = Iy (G' + S; 91) |«< 
ly(a'7s ; 91) || + 0>0 +«,(11911 + 11%1) II91 - ?21I«sup \у(а+8 ; <p2)H2+£0 (119х11+11 9«11)1191-9.1. în definitiv | supli y 
(cr + 5 ; <p2) f- sup \У(с + s;91) |«1« 10 (|9 1 || -1| <р21 91 - 91, I F[«pi]-Ft-p2]I«^l Ily(<+ «;«P1)1I2-ILy(f + «; 92)1I2|d« + 
+1%0 (II9i II + II 9,11)1191 •-9.1!< Lo (II91 II *-II-P2 dt | «px - <р2|+-10 ( INI- 119.11)1191-9.11 dei F[91]-F[92]| 
«1j1 * — LeTo J (119i11+-119211)1191-9211 Am arătat cá functionala F[«p] verifică condiţia Іш Lipschitz, deci F[«p] e continuă 
şi de aceea mulțimea Е[<р] < O e închisă. Sá verificăm cá e convexă. Fie F[cpl ]« G, F[tp2] < С. Avem Е[Х91 + (1 - X)q>2] 
= ^Wy(trs; X91 +(1-Х) 92)12 dt + + sup|y(or*s; Х91+(1 — Х)<р2)Н2, y(t + s;X 9i + (1- X) 92) = Ху(< + «5 <рх) + (1- X) y 
(t s;9,), || y(t-* s :X91 + (1 - Х)<р2) | < % (tr s-, |+ (1-Х) | y (t* ; 9,) |, Цу«+ «;X91* (1-Х)<р2)|2< «*2 I y(t + S; 91) 
I2 + 2X(1 - X) IL y(t + 8; 9J П IL y (t «; 92) IE (1 - Х)1 y(t 8; <р2)Р< x i y(t + s; <рх)|а + X(X-D [|y (t + «; 912+ + П 
y (t + s; 92) I2] + (1 - х)2 II y (t + « 92) П2 = = X («-H»; «pa) |2 -H (X — X) II y («-F-*; <р2) 1J2, sup|y«*s; X91 + (1-X)92 
12 <Хзиру«+$ ;91)1|27- tSO t^tO + (I-X)sup|y(«s; 92)/8. o 


SISTEME CU ARGUMENT ÎNTÎRZIAT 443De aici obţinem v 1>?1 + (1 - x) 92] < * r Ily (t + si ?i) ID d«* (1 — X) г Пу 
(trs; <p2) |2 а Jo Jo + Xsup|2/(J*S;9D)|2 -(1—X)sup 92) H2 =ХЕ[91 ] + (1—X) F[(p2 |<! О, «^o o *deci ^[9] <; Се 
convexă. Rámine de demonstrat ultima afirmaţie a lemei. Avem Jo + -f sup Wy (a + 8; у («+ 8; *0, ?)) ID = T Пу(Ена+$; t, y 
(tts; *0, 9)) |2 dur + sup | y(t + a + s; t, y(t s; tQ, cp)) JP =T Wy (1+ ^+ s ; t0, 92 d^ 0^0 Jo + mvWy(t + G+s;t0, 9)12 = \ 
II o^O Jj Din faptul cá sup||y(or + s;Jo><p)ll2 es^ e o funcţie monoton descrescătoare, “rezultă cá lim sup ^ & (< +» + «^ , 9)] 
- Ffr <«+ . , fr, ,)] < «p» Л Considerăm sistemul z(t) = z(H1z(t)-H2z(t--zn:)) -AX,z(t)yz(t-z-*)^ (H^^-ST)] + + e 2(*-£t)]} 
B [;z(t), z(t—zt)]. Avem ?) = ?(«) + re[^-A][J5ri 0(f?; 9)+a*2 ? (>- гг) + B]di> Jt deci 9) |<||9 ||+с J f V q>)ld + 
eJr&|q»|| -11 AJ B|d«. Funcţia» B*(v) = B[z(v.t, T),?(&-eT)]| e continuă şi deci V B*(v)dv = hB*(0) + rlh 


444 TEORIACALITATIVÁ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE unde limY] = 0, B*(t) = |B[9 («), 9 («е T)]|-2Jfl |9 ||l +». h- 
+0 în definitiv obţinem pentru t <! u < t+ h : z (u; t, 9) |< {|| 91| + eh (M ||| + 2M2 L |9 |i+P+ Lrfij o»*» de unde |*(« +h + 
«; t, 9)]] « 4]9]| + J£ H9H +2302 £|9|l + РНу)) jet m . Aceleaşi calcule dau Wy(t + h +1; t, 9) | < (||91| + eh M [91| 3 eM». Mai 
departe, | z(w,t, 9) —y(w,t9)| «eJ fV z( t 9)-y(v;t 9) [а + + 2MMI (II91| * th(M |91| + 2M2 L |9ТР-Р + Lfi)} 
е**"> + + 2e LM2 #|9|1+^че Tjfc. De aici, pentru t < u <; t + h, [a?(«; t, 9) — y{u;t, 9) | < < eh (2MMI s« [ |91| + eh(MJ91| + 
2M2 L H9 |1+Р + 17])]eeMft + + 2LM21|9 + Lv) e*Mh şi deci |z(t + h  s-,t, 9)— y(t + h + s-,t, 9)| =mp\z(t + h + $, 9) — — 
y(t+h+s;t,9)l =sup|zit+h+s;t, 9) —y(t- hes; t, 9) | -^eh(2MMI с«[|9] + c*(JfJ9| + 2722L Mp-*e-£v;)]e^* + 2LM21| 
9 |l+p + Lrj} e*Mh. De aici |V[z(t + В + s;t, 9)]-V[y(t В + $-6 9) ] | < ^ой +—Wre( Wmeh(2MMI e«[l9l-- cA( W V eYo 
1 + 2£Jf2]]9]|1+P +01} esMh Deci W[z(t + В + S; t, 9n- V[y(t В + 8;t, 9)]^ h-40- Л <& £,,( * -^MVMM tz" 9| + 
2£Jfi9|--1»]. 


SISTEME CU ARGUMENT ÎNTÎRZIAT 445Mai departe obţinem ^ gup Vlz(t + n + s;t, 9)]-F[«p]« &-*<) +h «^ вир Vlz(t +h 
+ st, «p)]- V[y(t + h + 8',6 9) + h-+0+ h + lim sup у)]-у[у| < 410 Е + А] [J O fi e«[ 1P + *-+»+ h V Yo/ *LM2]9|P--f]- |912 
= - [I9ID [1 - + e- —41М2 10 je  — j |9 [fj Pentru e < e0 avem 4LO(e + — Msa < — V YO' 4 si pentru |qp]] < 80 avem V 
YO/ 4 decium++9)]-f[9]< lI||yl1|2j &-*<>+ В 2 Lema e demonstrată. LEMA 6. Considerăm sistemul x(t)7z 
{[.Е+А(® x(t)9x(t — zT), e)] — ST) + + B(x(t), x(t — ST))] + C(t9 x(t), xt — zT), e)! H19 H29 B sînt la fel ca in lema 
precedentă, A(t9u9v9z)9 C(t9u9v9z) sînt periodice în raport cu t de perioadă T şi 'A(t9u9v9z) | < M^9 XC(t9u9v9z) \ <М^71-* , 
a < — 2 Atunci sistemul admite pentru z > 0 suficient de mic9 o soluţie periodică de perioadă T care pentru z 0 tinde către 
zero. Demonstraţie. Avem x(u; t9 9) -9(2) +e T { [ E +A ] x(v;t9 9) + H2 9(v-zx) + B] + С} dv» } z(u 399) = 9(t)+ [Hxz(v 
; t9 9) + H2 9(v - er) + £]dt?, 


446 TEORIACALITATIVÀ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE nu | x (ut, <р) — z(u:t, «p)|«sJIf4^ w(v; t, 9)—z(v st, 9) | d«*sa 
+ 1 &|«p| + .1 +2MZ L |<р [P*p eh + £T) eh + ehM3 е1^*, I x(u; t,«p) -z(u:t, 9) |< eh|M^— + Mz« H9I] + 21W2 -LIMP+P] 
Deci || x(t +h + s;t, 9)-z(t + h + s;t, 9) eft [If, e1—1 + + J fe |91| + 2Jfiil<p||1+P |x(t + h + s; t, 9)| < |£(t + h + s; t, 9)!! + 
ehe^» [Mze^ + M e-|9|| + 218 £|9irca ]«1]?1I  e*( De aici rezultă | V x(t-- h + s;t, 9)-V[z(t + h + 5-4, 9 ) ] |< x LO {1+—\ 
(21|91| + 2e h( )) e**» he [Mz e*- + VsYo/ + M t* || 91| + 2M2L || 9 ] eeWtf« Е [g(1 +h + s; t, 9) - V [i(t +h + $16 9)] ^lims 
up 1— 1 — € »-#+ h < 210 (« + yj M% II 9II + II 9II П9Ш+е ]. Obtinem în definitiv lim supVWt +h + s- t, 9 ) ] - 
F[9]<2We+1.W6||„|[e-+hVYoJ+C- II 9II +H 9111+p ] - VII 2112 = II 9II [-^7 + ^7 «"П9П +  J£7|9IP-P- -1- 
H9II]. Pentru 0 < e < eO, || <р| < S0» avemjf7 s^l9|-r7 19|р+е<4-1911 $1 deci^8upy[.( ^ *-.;.)]-r[.] 5. r^ i,tll. 
hL4 Ее acumC = Sg, 7[cp] < O. Avem V[x(t + 8; cp)] < C pentru t = 0. Dacă există 0 < ^< T astfel ca М х{ + 8; <p)] > 
O, existá 


SISTEME CU ARGUMENT ÎNTÎRZIAT 4470 < J 2 < T astfel ca У[х{ + s; 9)] = C si V[x(t2 + + s; <p)]> C pentru O < % 
< 8, deci Шт зар 7|[x(h+h+*;-V[x4(h+8;9)]>0.Jl Dar lim sup А-+0+ V [a>(«,+ Л + s; 9)] - V [x(t2 + a; y)] _ Ji = 


птсир7 +71+8> <2> +8 >- 7+8> *P)]^m-O+ А <|а2(<2 ts ; <р)| Jj £, el-» - + <; 2)| Din У[х(@ + <p)] =C 
rezultă с<.Е:2 SI deci S1 П«(*1 + «; ?)1>И®(*« + 4?) 112 <с= 5$, П»(*«+«;?) 11 <8о Шо. 1 y b(««* «; ?)П< 1/20YQ 
2P-2S TOAZI/I*2eYoKIi De aici obţinem lim sup V [x(t2 + h + 8; t29 x(2 + 8; 9))]-+*;?) ] h <|x(t2 + 519) И 
IM7z^-Ms]/zl«Dara < —, 1 — a > —, deci pentru z > O suficient de mic avem2 2 MI el—a — М8 J/e«Osi 
ajungem la o contradicţie. Prin urmare, V[x(t + s; 9)] < C pentru toti / Е [0, T)] şi V[x(T + s; 9)]<0. Am stabilit astfel cá 
multimeainchisá, mărginită şi convexă V [9] < C este aplicată în еа însăşide operatorul complet continuu? 7 [9] =#(Т+$; 
9 ) . De aici rezultă că există un punct fix al acestui operator; acestui punct fix îi corespunde o soluţie periodică a sistemului, 
de perioadă T. Calculele noastre arată cá se poate lua C = O(sa ), a' < 1 — 2a de unde rezultă că soluţia periodică obținută 
tinde către zero cînd e 0. 


448 TEORIACALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Demonstrația teoremei 4.32. Facem în sistemul (77) 
schimbarea z= + b. Obtinem sistemul b(t) = zB(t, b(t), b(t — z T), S), unde B are aceleaşi proprietăţi de regularitate ca şi Z şi 
e periodică în t ou perioada T. Fie 1 CT ВО (u, у, 7) = — V B («, u, v, 2) йі. Evident, J50(0, 0, 0) = 0. Notám B*(t, u, e) = 13($, 
w, f?, e) — BQ(u, у, z). Avem Fie Avem C jB* («,w, e) dJ = 0. Jo B* («,w, 1?, e) =^© — j g * ^ VJ e) ds. /*oo J3* (t, м, t?, s) 
= V e-raB* (t — С) u, e) da = OO С(п+)г = e- **T  B*(t — a, w, е) er*»—dcr = w-0 ЈАТ = fie-**r г e-TMB* (t — c; u, 8) der 
= T e-71* B*(t—s; w, t?, e) ás. »-о Jo ' 1 - e-7,21 Jo "(а; w, e) = CIT (5 ; e) d£. Jo (< u, >, e) = 1^er*B*(t— su, v, e) ds = 
— 1г= \ег^е^ВҮУ w, e) der = 1 — е-7,21 \=,г\е71" -В* (g; u, у, e) da = \ e - d B" = 1 — e-"rjt—T 1 — e-"T Jt-T 71 
P—^CII1 e-w ЈЕ T Fie B Jo Avem mai departe fT B 1 rt—T 1 — e-"r 


SISTEME CU ARGUMENT ÎNTÎRZIAT 449- fi t 1 - e-7121 [O* u, v, e) - ©*е^В"^, >, е)] ™ \ V, z) ds = 1 - e-^\= B" (t, u, 
t>, e) - 1^ e-^ B**(t — s', u, v, z) ds. Dar B* are valoare medie nulă, deci В** este o funcție periodică, deci B** e mărginită. 
Eezultá (eT BY, u, v, z) |< M + M ^ \ e-*8ds = 2M. ,mcá — ЈВ;( u, v, z) = — C 7) e-^-s ) B* (s, u, v, z) ds  B* (t, u, v, z), dt 
J-a> Să observăm că dt Mai departe Bt, 11, v, z) = - 7) В\{ u, у, z) + B*¥(t, u, v, z). du ?; (t, u, у, z) = Се — s ) A B* (5, у, z) 
ds, ^- du-T- B*(s,u, У, Z) =~ РЬ (S, U, V, Z ) - ~ BO (U, v, z ) . du ou ou Dar deci d_ dul CT d BO(uv, z) = — V —В(% 
u, v, Z)dt T Jo du 1 CT d \— B* (s, u, v, z) ds = 0. Jn dUTJodu Q De aici rezultă că matricea — B* (t, u, v, z) are valoare 
medie nulă şi deci du -se pot repeta pentru ea toate calculele pe care le-am făcut pentru vectorul B* (t, u, v, z). în definitiv 
obținem .şi analog — B* (t, u, v, z) du * — B' (t, u, v, $) dv < M 1 < M,,. 


450 TEORIACALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Să facem acum în sistem schimbarea de variabile b(t) = h(t) + 
zB;(t, h(t), h(t), z). Obtinem . dB;(t, h(t), h(t), z) dB-n(t, h(t), h(t), $). di + s di A(«) + dB'lt, h(t), h(t), 2) + « * dv —Ht) = zB[t, 
h(t) + zB;, h(t - ST) + sS; e] = = zBO[h(t) +zB;,h(t-ST) + zB; e] + + s B-[t,h(t) + zB;,K(t-zz) + zB;,z-\, BO[h(t) + zZB^,n(t-zT) + 
zB'r),z] = BO [ * ( « ) , h(t- ST), e)] + O(e) = = (t) + H2h(t- ST) + Bx [h(t), h(t — ST)] + O(E), unde deci din JT T jo obținem 
= (0, 0, 0), Н2=-^-ВО (0, 0, 0), du ау 1 CT BO(uv, е) = — У В(® о, у, e)dt = J- . o =— {° +u, г +v, e)dt = ZO(t? + u, C? 
+ Ё, е Н,=1Г70(?,г,0),Н2=0). dudv B'[t, h(t) -SJIB;,h(t-s) - SB;,s]--B'[th(t) +s B; h(t)+ss;,s] 
+ O (s) = B' (t, h (t), h (t), 5) + O (s). Avem ( dB" dB' \ IE +s +s |h (t) = s H i (0+ s H2h (t-ST) + s Bj, [h (9, h (t- ST)] 

+Dar + s B' (f, h (t), h (t), s) - s B'n (t, h (t, A(D, s) + s O (5). OZ r dh' dB* 1-1 £*(<, *(*), s) h(t), h(t), z) = А(«), * (|), S), ot 


SISTEME CU ARGUMENT ÎNTÎRZIAT 451Fie yj = s. Obtinem în definitiv sistemul A (t) = e{[E+0(e)][H1h (t) + H2Ji(t- 
ST) + Вх [h (0, K (t - ST)]] + O (e)>. Acest пит sistem verifică condițiile din lema 6, deci pentru e > 0 suficient de mic are 
o soluție periodică h(t) de perioadă T care pentru e 0 tinde către zero. Dar IT (t, u, v9 s) este funcție periodică de perioadă T, 
deci obţinem o soluție b (t) periodică de perioadă T care pentru e 0 tinde către zero. Dar aceasta înseamnă că sistemul (77) 
are o soluție periodică z(t) de perioadă T care pentru e 0 tinde către t°. Teorema e demonstrată. Să punem în evidență o 
consecință a acestei teoreme. Considerăm sistemul x(t) = XO(t, x) + zXx [t, x(t), x ( t - ST), e], (79) unde Ха şi Xx sint 
periodice în raport cu t de perioadă T. Presupunem că soluția generală a sistemului x(t)=X0(t, x) e periodică de perioadă T. 
Fie x0(t, h) această soluție. Facem schimbarea de variabile x = х0 (t, 2). Obţinem ^ "ZT o Ih x oh *)] + dt dz dt + zXx [t, xO(t, 
z(t)), XQ(t — ST, z(t — ST))]. Dar dx0(t Z) [> (t* 0) |; dt d x x0 (t, Ji) este soluția generală, deci matricea — - are inversă. 
De aici dzobtinemt(t) 2j-1ZiihXoí[(hzmXo(t еТ?2 {1 eT)? eļ# Dacă aplicăm teorema 4.31, obținem următorul 
rezultat: Fie o soluție a sistemului 20 (C% C, 0)=i£[dx°^0)yXi Lh ^о (hn, *<> (*, C°), 0] dt = o astfel ca matncea — o 
v 7 7—- H ov ? *—- за aiba valorile proprn du dv cu părți reale negative; atunci sistemul (79) are o soluție periodică de 
perioadă T care pentru s 0, tinde către soluția х0 (t, t°) a sistemului generator. Să observăm cá în cazul cînd X0 şi XI sînt 
analitice, acest rezultat decurge din teorema 4.25 fără a presupune că întîrzierea este mică. 


452 TEORIACALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE TEOREMA 4.33. Se consideră sistemul (79) şi se presupune 
că X0 şi Xx sînt aproape-periodice în t, uniform în raport cu celelalte variabile şi că au derivate parțiale continue pînă la 
ordinul al doilea inclusiv. Presupunem că sistemul x = ХО (t, x) are soluția generală x0 (t, h) aproape-periodicá în t, uniform in 
raport cu h. Fie Z («, e) = [ 1 Zi ib (<, «), (* ~ «r, У), «]. 1 CT Z0(u, v, s) = lim — \ Z(t, u, v, s)át. ?-+<*> T Jo Мот Fie o 
soluție a ecuației ZO(u, u, 0) = 0. Васа valorile proprii ale matrteii d d — Z0(t?, 0) Н ZO(C°, 0) părți reale negative, atunci 


există du dv E0 > 0 ÎWCLI pentru 0 < s < 50 sistemul (79) admite o soluţie aproapeperiodică unică, s) cw proprietatea lim s) 
= xO(t, £->0 Demonstraţie. După schimbarea de variabile x = х0 (t, 2?) capătă sistemul i(t)=eZ(t, z(t), z(t — ST), e) iar după 
noua schimbare de variabile 2 = + 6 se capătă Notám Avem Fie = e В [t, 6 (t), — er), e]. 1 fr Ј50(* e) = 11 т — \ B(t, u, r, 
e)d$, t-k» 17 JO B*(tj u, v, s) = B(t, w, 1?, e) — J50(*> 6> ^ s)J50(0, 0, 0) = 0, lim — r.B4(t, >, e)dt = 0 Т Jo Bl (t, u, V, e) = f 
e-e«-«) u9 Vi e) ds. J QO 


SISTEME CU ARGUMENT ÎNTÎRZIAT 453Atunci B*s este o funcție aproape-periodică de t şi ре baza unei leme a lui 2ST. 
N. Bogoliubov (Cap. III) avem s tinde lim £(s) = 0. Facem noua schimbare de variabile b(t) = h(t) + zBl(t, K(t), h(t), s). 
Obtinem dBl dB' dB' Dar ВО [h (t) + s B\ (t, h (t), Л (t), s), В (t- ST) + + BI (t — ST, H(t — EZ), На — ST), E),E] = BO 
[H(t), HA —ST), S | + + 0(1;(5 )) -H2(h(t-^) + ВПО, Ji(t-ZD)] + 0(S(e))*0(e), unde ^ t. 0)> НС, 0), du dv I Bi(u, «0| < P(] 
«|*Iv]2,|^(«1,G1) --Bi(«2, 82) IC -P(K 1 * I«II- I«2I - 182 D (1«1- «21 + I - «2D)Mai departe, В| t, h(t) + s 
(*fc(t), Е (<), s), А (1 — ST) + s K (« — ex, Л (t— S T), h(t— ST), e), s] = B *[t Л (t) + + s BI (t, A (0, A(%), $), & (t) +s 
ВІ (t, A(t),fc(*), e), s] ++ O (e) +O (£ (s) = B' [t ft (5, ft (<), e] + O (s) + O (Z(e)). Dind * — Be (t w, t?, e) = (J, e) — 
ei?e (J, v, z) dt rezultă Bl [*5, («),А («),е] = p, А (*), A («9.e] - e [«5A («),А («), e] dt şi deci -В* [«,A (4), A (D, e] — -Be 
[<А («), A («),e] = О (Е (e)). dt 


454 TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Mai departe, din fi dBl dv. + dB \ y ‚xJ «^i(e)dv deducem 
unde Ве . dBs -î dv dv lim (e) = 0. = В+ 0(S2 (e)), £->0 in definitiv obţinem h{t) = ehlh (t) + tE2h(t — ST) + EN [h («), h (t 
—ST)] + * er [<,А («),ЕТ (« — ST), e], unde Н+ = P,0)^^—-0)?^veri£icálegalitátile du dv scrise mai sus, iar 
Ir(Jw,v,e)j < y(e) cu limY (e) = 0, r fiind aproape-pe£-*0 riodicá in t, uniform în raport cu celelalte variabile. Demonstrám cá 
pentru 0 < e < e0, acest sistem admite o soluţie aproape-periodicá unică, care pentru 0 tinde către zero. Din faptul că valorile 
proprii ale matricii Н+ + H2 au părţi reale negative, deducem, pe baza lemelor 4 şi 5 că există o funcţională Е[<р] cu 
proprietățile: 1° — П9П2 < y [2] < — IISID ; e e 2° wif[<Pi]-v[9,]|<^(11? xH + II-P2|JIPI - 9.11; e 3° lims up v [y 
(f-h-r8?9)-y[y« 5*»?)]^«- MV y(t- sstoy cp) |2, unde y(tXy(?) e soluţia sistemului (78). De aici, ca în 
demonstraţia teoremei 4.28, se deduce cá pentru orice f(t) aproape-periodicá sistemul x(t) = zH1x(t) + £ H2 x (t — ST) + f(t 
) admite o solutieaproape-periodicá unică pentru care are loc evaluarea l*o(*)] < — 8 ир |/ |. 


SISTEME CU ARGUMENT ÎNTÎRZIAT 455Fie hO(t) soluţia aproape-periodicá a sistemului h (t) = eJ?! h (t) + eH2h(t — ST) 
+ ER (t, 0, 0, e). Aveml*o Wi<—er(e)=iy(e).e Fie mai departe hk (t) soluția aproape-periodicá a sistemului В (t) = 
ei?! A (*) + ejff2 h (t — ST) — SJBx [FE-i (J), (t — ST)] + + E T [«, FEFC-L (У, (J — ST), S]. Presupunem, prin inducţie, 
Ife* 1(*)| < 2L y (e). Atunci (0, h*-1(t- ST)] | < 16p i 2 Y2 (e), deci IK (9 |<— Е {16 РТ2 Y2 (Е) - (*)} 2L (I16PI2Y2 
(Е) * Y* e Dacă Y (£) <? дедисет | \ (t) | X2 Ly (e) şi evaluarea este 16 p 1 2 demonstrată. Fie Ik (t) = (J) — (J). Avem 
Tfc-H (t) = SIBTI + (J) + eff? feti — eT) + + E [*» ^(« - - E JBI (4), (« - ST)] ++ er [J, hk (t), hk (t — ST), e] —eT p, 
(J), fe-i (J — ST ), e]. Conform ipotezelor IeB^J» («),^(«), («- st) |< 16 Ерту (е) SUP I** IDe aici rezultă I fc-1 (<) |< 
— e(l6piT(e)sup[Z/fc| +2r (е)}. s Avem |40 | = [hO | < Ly (е); presupunem cá Nk | < 3Ly(t). Eezultă | Пе («)| < I (48 p L2 Y2 
(e) + 2Y(S)) ; dacă y (e) < — , deducem 48 p2 11*Н (<) 1< 3 i y (£) evaluarea e stabilită. De aici decurge convergenta 
uniformă a aproximatiilor succesive, deci existenţa soluţiei aproape-periodice a sistemului in h. Tinind seama de schimbările 
de variabile efectuate, deducem existenţa unei soluţii aproape-periodice a sistemului (79) cu toate proprietăţile cerute. 
Teorema e demonstrată. 


456 TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA ГЕ $ 15. ALTE TEOREME RELATIVE LA SOLUŢII 
PERIODICE $1 APROAPE-PERIODICE ALE SISTEMELOR CU ÎNTÎRZIERE Yom da în încheiere alte cîteva teoreme 
relative la soluţiile periodice şi aproape-periodice ale sistemelor cu argument întîrziat. ' TEOREMA 4.34. Considerăm 
sistemul general (52). Dacă pentru tx- 0 sistemul admite o soluţie periodică x0(t), de perioadă co > T, uniform asimptotic 
stabilă, atunci pentru (Х| suficient de mic sistemul (52) admite o soluţie periodică x(t,[1) cu proprietatea lim x (t, jx) = х0 (t). 
Demonstraţie. Fie TJ£ operatorul definit de relaţia TJ't cp ^ x (t + s, 9 , ТХ), unde x(t,cp, tx) este soluţia sistemului (52) care 
ре [—L0] coincide cu 9. Yom demonstra cá are un punct fix cu ajutorul teremei lui Е. Browder. Nu restrîngem generalitatea 
luînd х0(0 = 0, căci ajungem la aceasta printr-o simplă schimbare de variabile care conservă proprietăţile sistemului. 
Stabilitatea asimptotică uniformă înseamnă existenţa unui număr 50 > 0 şi a două funcţii S(e) şi T(s) astfel încît dacă |<р| < 
8(s), atunci \x(t,y, 0)| < e pentru — T şi dacă U9II < 80, t> T (s), atunci | x(t, 9, 0) |< r. Fie Si = S ^ fej , 0 < 73 < minj 80, 8( 
Fie 8 sfera ||«p|| < Atunci \x(t, 9,0) | «—fepentru cptSsit» — Т. 2 Dacă |jx | e suficient de mic, rezultă \х (t, 9, tx)| < h pentru 9 
£8, - Т<1 < mco. De aici rezultă cá pentru 96/8 avem || 91| < В şi tinind seama şi de sistemul (52) rezultă cá operatorul V£ 
este compact pe 8. Din evaluarea obţinută rezultă între altele şi prelungibilitatea solutiior cu 9tS, deci operatorul e definit 
pentru toti 9tS. Fie 8+ sfera |P|<v] şi 80 sfera M C — SF— Tj VPentru |? |<ТО,*>-Т avem <р,0)| <j-8 4 V ) 2 deoarece 73 < 
8 î pentru [tx| suficient de mic rezultă \х(ї, 9,jx) | SX pentru — T < t«mco. De aici se deduce [U^ J (SJ a 8 pentru 0 <} < m, 
căci [U»J (9) = x(j«* + s, 9, ji). [Din||911 € -]|^|- 73j , « -T rezultă | x (t, 9,0)| < — 73,deci pentru | tx|suficient de mic 
se capătă |х {t} 9, fx) < TJ М cel mai mic număr natural pentru care m co» T+ Т. 


SISTEME CU ARGUMENT ÎNTÎRZIAT 45 7 dacă 1?1<^Е"^73)'-Т<]<ш<о, deci [17£ JTOC^lpentru О <j < т. 
Din 73 «S0 rezultă cá pentru «p€£i, t> T avem | x(t, 9, 0) | < -- S^ 73j, deci pentru | jx| suficient de mic W(t, 9 , jx) | < jxjdacá 
95$1> m «0 — T < m<o, adică | |m (/S^) C 50. Condiţiile teoremei lui Е. Browder sînt îndeplinite, operatorul U* are un punct 
fix, deci sistemul (52) are o soluţie periodică cu proprietatea din enunţ. Definiţie. O soluţie x0 (t) a sistemului general (2) se 
numeşte stabilă (Т) dacă există 8>0 astfel încît sup \ x ($) — x0(s) \ < S să implice lim sup #($) — #0($) | = 0, oricare ar fi 
soluţia x (t) a sistemului. TEOREMA 4.35. Dacă feste periodică în t cu perioadă «0 şi dacă sistemul (2) admite o soluţie 
mărginită, stabilă (T), atunci ea admite o soluţie periodică de perioadă Icca. Demonstraţie. Fie xO(t) soluția mărginită, stabilă 
(T). Considerăm familia de funcții 9n(s) = х0(5 + w«o), st[—r, 0]. Avem \<pn(s)\<M şi pentru n suficient de mare rezultă si | 
cpn (s) | М), deci mulţimea (?»($)) este compactă. De aici rezultă că există nx $1 n2 astfel max 19^(5)—9% (s) V 
<8.Fien2>n1,7c=n2—n^. Considerăm soluţia +&<*>); avem max \х0 (t + A:ca) — х0 (t) | = max x0 (s + nxco + &<0)— х0 (s 
+ I = = max І х0 (s + n2 <o) — х0 (s + <o) | = max 19^ (s) — 9^ (s) \ < S. Deoarece soluţia xO(t) este stabilă (T), rezultă cá 
lim max | x0 (s *1fc«o) — х0 (s) | = 0. Din faptul că mulţimea (9n(s)) este compactă, rezultă cá existá* un punct limită 9* ; Не 
9* (s) = lim 9n. si x* (t) = x(t; 0, 9* (s)). 3-foo 3 Atunci x* (t) = lim x0 (t + % ca) deoarece xO(t + п] <о) = Z(*;), х0(5+ п,«>)) 
= x(t-, 0, 9^ (s)). Pentru t = s + feco obţinem lim x0 (s + 1fc«o + ca) = x* (s + <*>)* deci lim 9, +&(s) = a?* (s + feco). 


458 TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Dar din rezultă lim max \х0(5 + — х0(5) V — 0 t-—-QQ t—lim 
max j^+fe (s)-9nj(*)] = 0. ОО —TÍ^O Din I «?n,** («) - 9 («) 1< (S) - 2»,(*) 1+12,„(*) ~ ?* («) I rezultă lim 70, +*(0= ?*(«) 
şi aceasta înseamnă cá a?* (s + ftco) = 9* (s), deci soluţia x*(t) este periodică cu perioada fico. în acelaşi fel se demonstrează 
şi următoarea propoziţie. Dacă sistemul (2) admite o soluție mărginită xO(t) astfel ca lim [х0 (t + co) — х0 (£)] = 0, t-+ao 
atunci el admite o soluţie periodică de perioadă co. Demonstraţie. Mulțimea (9n(s)) e compactă; fie 9 * (s) = lim 9As). Din 
lim [х0 ($ + nj co + co) — a?0 (* + n, <*>)] = 0 rezultă că 9 (*) = 11111 ?»,+i («)* De aici demonstraţia decurge са mai sus cu 
Te = 1: x(t; 0, 9 * (s)) = lima? (J; 0,9». ) = Пах (t; 0, 9 «. 1). 00' 3-200 Dar 8; = + ni«?) şi deci x (t; 0,9%) = lim (J + % 
<«>)= lim x0 (t + co + w,- co). De aici, pentru t=s + co, se capătă x (s+ co; 0, 9*) = lim x0 (s + <*> + nf co) = = 9*) = 9*(s)> 
ceea ce aratá cá solutia x(t-,0, 9*) e periodicá de perioadá co. TEOREMA 4.36. Dacá f este periodicá in t, orice solutie 
márginitá si uniform stabilá a sistemului (2) este asimptotic aproape-periodicá. 


SISTEME CU ARGUMENT ÎNTÎRZIAT 459Pentru demonstrarea acestei teoreme avem nevoie de o anumită pregătire. 
DEFINIȚIE. Fie TJ o transformare continuă a unui spaţiu metric în el însuşi. Transformarea TJ se numeşte asimptotic aproape- 
periodică în punctul p, dacă pentru orice e > 0 există întregii pozitivi 1 şi N astfel încît între oricare 1 + 1 întregi pozitivi 
consecutivi să existe cel puţin un întreg T pentru care p(Un pJUn-": p) < e dacă w > М. ТЕМА. Dacă din orice şir de puncte 
(Unchm р}, (m = 1,2, ...) se poate extrage un subşir convergent uniform în raport cu n, atunci TJ este asimptotic aproape- 
periodică în punctul p. Demonstraţie. Presupunem cá TJ nu este asimptotic aproape-periodicá in p; atunci există eO > 0 astfel 
încît pentru orice cuplu 1,N există un interval de numere pozitive LUN de lungime 1 astfel incitpentru orice ТЕГОМ să avem 
p(Unp,TJn*x p) > e pentru cel puţin un n > N. Fie Ц = şi \ g Ц; alegem pe h2 întreg astfel са h2 — h+ să Не in L2 = X2.2. 
Alegem mai departe un interval Lz = 1V3,V3 astfel ca v3 > 2 (h2 — ; putem găsi un întreg h3 astfel încît hz—Tt1 şi h3—12 să 
fie în Lz. în general alegem pe Lm*1 = ivmrlvw+1 astfel încît ут > max 2 (hx — Ai), vm*1 > e sufil < X^m cient de 
exemplu să luăm drept — h+ unul din întregii imediat vecini mijlocului lui Lm+1. Considerăm şirul Unthi p, 17"+* P, TT+h™ 
p,.. . 5 conform ipotezei, din acest şir se poate extrage un subsir tj^p, Tr+kip,..., TT^ p,... convergent uniform în raport cu n; se 
poate deci găsi В astfel ca p (Туп+кг+ѕр9 Tjn--k'p) < e0 pentru r > i?, 8 = 1,2, ..., oricare ar fi n. înlocuind pe n cu n — icr, 
rezultă că pentru r > JR, S = = 1,2,3, ... şi n > Tcr are loc relaţia 9(Un+k'+*-k*P, TJnp) < е0. îfotînd &r+s — 1сг = Та, avem p 
(TJ,I--T?^p, Un p) < e0 pentru n> Jer; ts se află în intervalul imr+s corespunzător lui . Lăsăm рег fix, cur > > şi alegem pe s 
destul de mare pentru ca vmr+s > Tcr. Notăm N = = Avem р(ТЈп+хр, TJn p) < s0 pentru w > JV şi TELNtN ceea ce contrazice 
felul cum au fost alese intervalele LLN . Lema este astfel demonstrată. Demonstrația teoremei 4.36. Fie x0 (t) o soluţie 
mărginită, uniform stabilă a sistemului (2), <р0($) = T,0]. Există 8(e) astfel ca din IK(*o + *) — <1* (и) || < 8 să rezulte | x(t; 
ta, — х0 (t) | < e pentru t > t0. Pentru t0 = усо deducem cá | x0 (wco + $) — + (w) |< S implică 


460 TEORIACALITATIVÀ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE | x(t; wco, — х0 (t) | < e pentru t >- усо si deci x(t + wco ; 
усо, — XO(t + усо) | < e pentru t > 0. Dar + усо ; wco, = unde «J/(s) = «p(wco + $), s£ [T;0], deoarece în ambii membri 
avem solutiiale sistemului (2) (din cauza ipotezei са / e periodică), şi cele două soluţii coincid pentru t£ [—T,0]. Prin urmare, 
din \\х0(п<* + s)-V(8)N<* rezultă 10 (h «10 — xo (t + n«*) I < e. Considerăm operatorul TJ«p = x (s + co ; 0, 9). Avem x (t; 0, 
U 9) =x (t; 0, x (s + co; 0, 9)) == x (t + со; 0, 9) şi in general x(t', 0, TJn 9) = x(t + wco;0, 9), x(s + п со ; 0, 9) = TJn 9* Din 
WxO(n«c + s) - ^s)\\<8 rezultă | x (t, 0, JO — x0 {t + усо) | < e şi de aici \х (s + Ic со, 0, <ЈО — х0 (s + {n + Ic) co)| < e. 
Aceasta înseamnă cá din rezultă | TJk — Un+k 901| < e, Jc>— • co Fie hxi . . . un şir de numere naturale, lim hm = 00. 
Mulțimea (Uhk 90} tn-fao este compactă datorită faptului că soluţia xO(t) a fost presupusă mărginită. Fie Jem un subsir astfel 
ca lim TJkfn90 = ?o * m-+Qo Avem |TJL+ КЕМ 90 - ТЛ 9; II = NU* 17*»90 - TF «pS||. Pentru m destul de mare avem Wkm ? 
о - <?*0\\ < 8 şi deci NTJL-KEN 9 0 — TJI 9SH < e pentru | > — . Aceasta înseamnă cá co lim J7I+kfn 90 = TJI 9; mco 


SISTEME CU ARGUMENT ÎNTÎRZIAT 46 Luniform în raport cn Z, pentru Z > — . De aici ре baza lemei rezultă со <îă TJ 
este asimptotic aproape-periodicá în punctul <р0. Bámine să deducem că soluţia х0 (t) este asimptotic aproape periodică. 
Pentru orice TJ > 0 există Z şi N astfel ca între Z + 1 întregi consecutivi să putem găsi un întreg m astfel ca || TJn «Pq o | < yj 
dacă N ; rezultă |a?0 (* + wco) ~ (* ++ W ) co) | < YJ. Fie t suficient de mare, t = t' + fico, 0 < f со; avem x (t + s; 0, <p0) = 
+ ico + 5; 0, (p0) = = x (tf^ s ; 0, x (ifeco + s ; 0, «p0)) = x (£+ ; 0, 17 <p0). Fie e > 0; există vj > 0 astfel ca din |«p — 
<|/|| < rj să rezulte |а? (J + s; 0, <р) — x (t + ; 0, «10 || < e pentru 0 < t < co. Fie fc > JT (?)); atunci |x(t + s; 0, 90) — x(t + 8 
+ mco ; 0, «pO0»f| = = (f + s; 0, TJk 90) ~ a(t + *10 &k--m?0)II < e deoarece \ \ т9 o - 17»+" 9oll < * Prin urmare К № — 
#<>(* + m<°) I < е pentru {> (N + 1) co. Mulțimea mco este relativ densă, deci х0(#) este asimptotic aproape-periodică. Fără 
modificări esenţiale în demonstraţie, rezultatele din $11, capitolul III, relative la perturbațiile singulare ale sistemelor 
neautonome, se extind la sisteme cu argument intirziat de forma ^t г =fv>a & уус —T )>£J>at (80) £ - 7 7 1 = 9Itx(t), yt), e], 
at unde f şi g sint, în raport cu t, periodice, respectiv aproape-periodice (în cazul periodic, perioada va fi presupusă ca de 
obicei co > T). Pentru e = 0 se obţine sistemul ^ J T =/[*>«(*)> *(« - -о* *(<), y (* - T),0], (81) Sfp,8(*),y( 9,0] = o. 
Presupunem cá acest sistem admite o soluţie [u(t),v(t)] periodică, respectiv aproape-periodică. 


462 TEORIACALITATIVÀ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Se notează U (t) = gy p, ^ («), v («),0])"i & p, u (0), v (t), 0] 
A(*) = f. ~fv U(t), BAD = U - fv, U(t - T), А200 = fy *«(*) =fv^ QW = 9v, unde derivatele parțiale sînt luate în punctul (7), — 
t), («), — T), 0]. TEOREMA 4.37. Dacă sistemul (81) admite o soluţie periodică, respectiv aproape-periodicá [u(t),v(t)] 
astfel ca & ^ ® <; — fx E si dacă soluţia banală a sistemului + (82> dt este uniform asimptotic stabilă, sistemul (80) admite о 
soluţie periodicáf respectiv aproape-periodică unică x(t, е), y (t, e) astfel ca x («, e) =^ (t) + s У («, е), у (t, 5) = «? (t) + eV 
(«, e) - s 17(«) ^ (*, e). TEOREMA 4.38. Presupunem că sistemul (81) admite o familie de soluţii periodice de perioadă co > 
Т, [u(t,c),v(t9c)1 şi cá pentru soluţia O + O* corespunzătoare valorii с = c0 avem — — <; — LE. 2 Dacă sistemul (80) 
admite o soluţie periodică de perioadă co de forma x(t, е) = u(t, c0) + е), y («,e) = t>tt,c0) + 50) * (t, е) - ei7 (t) («,е), atunci £ 
а, «t, c0 ) («, c0 ) V * (*, *0) + («, Co) У-со) + / ТО pentru toate soluţiile periodice independente (t, е0) de perioadă co ale 
sistemului adjunct sistemului (82). Funcţia yf* (t, c0) este dată de formula iTiho 0) = -9"1rt,c0) dt? («,c0)1 9e dt 


SISTEME CU ARGUMENT ÎNTÎRZIAT 463COMENTARII BIBLIOGRAFICE Expuneri de ansamblu relative la sistemele cu 
intirziere se găsesc în [65], [66]. Eezultate cu privire la teoria stabilităţii sistemelor cu intirziere precum şi inegalitatea 
fundamentală din $ 1 se găsesc în monografia [15]. Eezultatele din $$1,2 au fost publicate în [67], [68], [69], [70]. Bezultatele 
din $ 3 sînt publicate in [71], cele din $ 4 partial în [72], iar cele din $ 5 într-o lucrare comună cu V. M. Popov [73]. 
Eezultatele din $ 6 sînt publicate în [74], [75], [76], iar cele din $$ 7, 8, 9, 10 in [77], [78]. Pentru cazul sistemelor liniare cu 
coeficienţi constanti rezultatele au fost date de*S. N. Simanov în [79], [80]. Teoria sistemelor cu parametru mic se găseşte în 
[67] şi în [81], [82]. Pentru sisteme cvasiliniare rezultatele au fost stabilite de S. N. Simanov [83]. Eezultatele din $ 13 sînt 
publicate în [49], iar cele relative la metoda mediei în [84], [85]. Teorema 4.33 se află în [86]. Teoremele 4.34 şi 4. 35 se află 
în [67] iar teorema 4.36 în [87]. 


ANEXĂ I. ELEMENTE DE TEORIA TRANSFORMATE! FOURIER Fie / o funcţie de modul integrabil, f t L 1 (—оо, + оо). 
Numim transformata Fourier a funcţiei / funcția «D (a) = ^ °° / (T) dl, a real. Stabilim următoarele proprietăți: 1? Funcţia О 
este mărginită, căci I$(a)I«^ + ??J/(I)a1 < + 0 0. 2? Funcţia O este continuă, căci ht . . ht ht | — 1 I2 I cos ht— i sinht— 1 1 
= 1—2 sin? 2 isin — cos —1-22.2-.ht 11 ht. fel I I. ht2sm — — sm% cos — = 2 sin — 2 2 2 2 /(*) dl de unde | «D (a 
+ Е, - <D (ос) | = e-"«-*"/(f) di - J" €2|C" e^'Ce-^-1J/^d1Ur|e-«*-1[||/(1)|dt« IJ-—QOIJ—QO I tif IT—R 
cR Iht «2t|/(I) | sin-^d1 «21|f1t) I«-|(D) |sin —-2 T|/(D|dl «2j/(0|dl +2 T|/(D|dl +2 ( hI B[* |/ (D! JR J- 
OO JR * J—B dt + dl. 


ANEXĂ 465 Pentru e > O există EO astfel încît dacă B^ EO să rezulte O 'P6i 6 Fixám pe B > JBO si alegem 8 (е) = - * Eezultá 
că 312^ /.«)|d* J——* dacă |h | < 8 (e), atunci | h | ЈВ\\ 0 | d] < — • în definitiv, pentru j—R 3 | hj < 8 (e) rezultă | O (a + — ® 
(а) |< e, deci O este uniform continuă pe toată axa 3° Dacá/gilsi€ LI, (a) există şi este transformata Fourier a funcției — 
itf 10: «(«*»)-*(.)^f-ffe Ј-оо А Ј-оо fe unde am notat Se vede cá p—iht 1 /»«) = — VW lim (D) 2- */(1!), TA— 
i" TICO 1 /(«)! -htsmT 1*1 1/W1< 1*1 deci fh (t) £ X1. Eezultá cá putem trece la limită sub semnul de integrare 
şi obţinem O'(a) = - e-**itf(t)át. 4° Dacă/ gi ^/ gi 1 , atunci transformata Fourier a lui/' este iocO (a). Avem, evident, f ( X ) 
— f(x) f (t)dt (teorema Іш Leibniz-Newton), deci, deoarece ftL1 , rezultă Dar /£ LI şi din lim/(X) = 1. lim/(X) = 1, X-TAO 


466 TEORIACALITATIVÀ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE + — rezultă obligatoriu cá 1 = 0. Putem deci scrie cá /(») = 
Mai departe f° Q—iatj-' dl = lim f2 (I) dl = limJ e-i a 1 /(1) + ta^e-«ai /(I)dl| = 130(a). DEFINIȚIE. ГЕТЕ f^gtL1. Funcţia 
pao roo * ( ® ) = \ = V/(y)flr(&-y)dy ОО J—OO se numeşte produsul de compoziţie al fomctiilor fsi g; ТЕОКЕМА І. 
Dacă / , g€ - T1, atunci li e definit pentru aproape orice x real, h £ L2 şi avem /*ОО s*oo roo \ [fidI«A J/|d«V[flfld«. J—oo J— 
оо J—oo Transformata Fourier a lui В este produsul transformatelor Fourier ale funcțiilor f si g. Demonstraţie. Avem r 
1/C&-«)|flfW|d&-]fWir fx — t) dx = [flrfl) | 1/(1) I dt J—oo J—0OO ОО deci f(x-t)g(t)dx^«L e(t) deci / (x — t) g (t) dx 


€ ZI. Eezultá cá С dl V / (0?— do? există şi J—QO J—QO J—?? rd < г V(x-t)We(t) dx-[— \о(0\а i/wid* . J—oo Ј—оо J 
® Functia/e másurabilá, 4ес1/(#—Т) e másurabilá în spaţiul produs al variabilelor (x, t). Se poate aplica teorema lui Риби şi 
avemr dl T\f(x-t)\\g(t)\dx=r d, r WM(x-t) e(t) dt» J—oo J—oo J—oo J—oo \х)\ах. 


ANEXĂ 467 Eezultá că h există aproape peste tot (teorema lui Fubini), r d * r f(X - t) g (t) d^r /(x-^gw&t, J—oo J—oo J 
—00 J—ooSiri*(»)i1d»«r e(t Mttri/wia*.J—oo J— oo J—oo Mai departe f*QO РОО РОО V e-*aa: В (x)dx = \ e- 
4"* da? V / (4 — у) gr (y) dy = оо J—oo J oo = da? V e-*a (a? — 2/) e - “gr (y) dy = J——oo J—0OO (*oo Ёоо = V е-47м 
g(y)dy^ e-^a(x-y)f( x —y) da? = J——oo J—oo /*oo poo = V e-^ff(y) dy Ve^f1t) dt. J—oo J—OO TEOREMA 2. .Fie #19 &x 
(a), 02 (a) transformatele Fourier corespunzătoare. Atunci şi în plus J—06 J—oo Demonstraţie. Prima afirmaţie este imediată, 
deoarece Ox şi <t>8 sînt mărginite T Oi(y)A(y)dy =r/ «( y^T e- *^(a) d» = оо Ј—оо J—OO =r dy r (®)/« (2/) dy =J 
—ooJ—oo-Rd& Ке dy-R/x(»»d& R e-5»/, M ^= J—oo J—oo J—oo J-—oo fao =\ Q M fM d a Лоо 
TEOREMA 3. Fie ft L 1 FI L'2- Atunci 0>6-L2 şi J—oo J—oo 


468 TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE 2 <00 < J+00 _/ + y)f (y) &y* Integrala există da-QO torită 
faptului cá / 6 L2. Avem deci h este mărginită. Functia,h este şicontinuă, căci | *(»—*)-*(») | = /(» + 8 + y) Ку) dy — + =[ f(x 
+8 +у) - / (» * y]f(ydy .—«o < | r +y + 8) - f(x + y)dy C° \ f(y ) dy} Г J—oo Ј—00 J Dar pentru funcțiile din L2 
avemr \f(x+y+s)I/M+s>— Ј 00 ГОО oricît de mică dacă 8 e suficient de mic, de unde rezultă continuitatea funcției 
А. ' Mai departe * (»)=R/(0+y)/(y)%=R/(—)/(-.)A,=R(%)<1*, J 00 J oo J QO unde am notat g (2) = J (—2). 
Eezultă că A este produsul de compoziţie al functiilor/ şi g, deci transformata Fourier a lui A există şi coincide cu produsul 
transformatelor functiilor/ şi g. ' Transformata Fourier a Іш g se calculează în modul următor: г е-^®*от (I) dl = e~iatf (—1) dl 
= eiour/(s)d$ = O (a). J 00 * ОО J QO Eezultá cá transformata Fourier a funcţiei A este O (а) О (a) = | O (a) |2 Fie y (96) = 

e ex8 * Ауету (a?) = — 2е#е-е*2 = 2et ia? Notăm e - ^ y (I) dl. 


ANEXĂ 469 Pe baza proprietăţilor 3? si 4? avem iaY(a) = r° е-іа<у (t) dt-2eie^ity(t)dt--2 eiY'(a). J—oo J—00 
Bezultă 2z T(a) deci a2 T(a) = (7e e^2 d* = - t е^2 dy = Е J-oo Ј-оо г S Bezultá a2 Aplicám funcţiilor y şi Tn teorema 2. 
Вехи [xD(a)2e-8a2d«x = J * Ға ) e 4e da =2 ММ 2 dy. Pentru e->0 obţinem /*оо /«OO /»001? (a) Ddoc -2h(?)dy 
= 2 |/«* (0) Ve-"2 dy = 2nh (0). Dar * (0) = £ /(y)/(y)d y = J* l/(y)2 dy. Teorema e demonstrată. TEOREMA 4. Fie f1tft£ 
L^DL*, iar <Î>2 transformatele lor Fourier. Atunci г Ui h + fj i) = ^r +<i>2 d<. J—oo Z7U J. oo Demonstraţie. Pe baza 
teoremei precedente, saju 


470 TEORIACALITATIVÀ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Prin urmare rl Ai -di-ri/ti« d i +r (/,/,+/,/1> а*= J—oo J 
—00 J—oo [0>2124^+ - i - r + dl. 2TZJ OO 27T J оо 271 J oo deci Dar deci O* 2tt Tinind seama de teorema precedentă, 
rezultă formula din enunţ. CONSECINŢĂ. Dacă şi /2 sînt reale, formula devine 21" fi fz dl = (2«e OO ^7 moo r /i/.d« = ^L - 
r &1(a)&,(a) do. J—oo *,(«) = J* e-</2(() d<= 422 ( —«), deoarece /2 e reală Eezultá in definitiv că dacă fl şi/2 sînt reale, 
flfzdt--["nu«VcOG.C-cOda. J—oo J—oo Dacă functiilegi/2sint date numai pe [0,00)? le prelungim cu valoarea nulă 
pe (—оо, 0) si formula precedentă deviner A/2d * = Ёг«е® 1 (а) ®1І(- «)а«. ЈО ^ ** —oo Observaţie. Dacá/e 
definită pe (0,00) si e derivabilă, cu derivata in ZI, rezultă ^e^ftf) dt = e-^*f(t) »nioL^e-i-xtf(t) dt = - / (О ) * 1a O(a). Л. 
PERMUTAREA ORDINII DE INTEGRARE LA INTEGRALA STIELTJES in cele ce urmeazá vom reproduce o teoremá a lui 
H. E. Bray, relativă la permutarea ordinii de integrare în teoria integralei Stieltjes, care s-a folosit în repetate rînduri in teoria 
sistemelor generale cu intirziere. 


ANEXĂ 471 TEOREMĂ. Dacă 9 ( 5 ) este continuă în 6], Y (x) cu variaţie mărginită în [c, <?],oc(%, s) continuă în x 
pentru s 6] şi cw variaţie mărginită în raport cu s, uniform pentru x £ [c, d], integralele rb rdpfrpa dy(a)si V 9(*)d, V 
a(a?,«)dy(&) Ja Jc există şi sînt egale. Demonstraţie. Fie ®(а?) =V ?(*)а, oc(-1?, *), «M«)- ^ *) dy(tf). Se verifică uşor cá ty 
este cu variaţie mărginită şi O este continuă. De aici rezultă existența celor două integrale. Prin calcul direct se verifică 
formula E ]=0 S ? (si) { «, *«+1)- « , *«)} [y ©) Y(8/)] — <=0 j mm-rW j ] Fie s > 0. Pentru diviziuni de normă 
suficient de mică avem rd m \ 4»2(»)DY(AO - S (Y(GI-I) - У(®, )! Jc j-0 < mmn «1 ]=0 ?=0 1-0 J -Y(&i» Eezultá £ < - 4 m 
i n ir Jc j=0|j=0 J L La fel, pentru diviziuni de normă destul de mică e < —2 £ < T 'I(?o(«)dt(«)-£t(s,)[*««,*.)-«»,)] Joi-0 у п 
m' 1-0 1=0 u-0 J w' - £ A(0,*4 )(Y(0,- 1) - Y(^)) deci j = 0 s < —4 K*?(5 d«E(*)-£)9(*4)[£a, *4+1) {y (®m)-y 
(х,)} i.a 1=0 L320 m 1 I S /-o Л 


472 TEORIACALITATIVÀ A ECUATIILOR DIFERENTIA LE in definitiv, pentru diviziuni de normá suficient de micá, 
convenabil alese, deci |. c Ja rd rb V 0>(#)dY (a?) = V 9($)4<]>($). Jc Jo Teorema este astfel demonstrată. Sá observăm cá 
aceleaşi calcule rămîn valabile în cazul cînd funcțiile care intervin au valori matriciale pentru care înmulţirea este permisă. 
De asemenea se demonstrează la fel formula de forma rb "1 rd rb J ^(s)df 7)(a,s-a)Jda x (s) d, V y (a) 73 (а,а) da. 
Presupunind 73(A, s) = 0 pentru s >- 0, are loc formula rb [Va ra rb V V (а) s — A) DA = V # (S) DA Y(A)Y](A, s — А)рА 
+ Jo LJ—A J—A Jo p& rb + \ y (A) 7] (A, s — А) DA. Ja Js într-adevăr, tinind seama de condiţia impusă lui 73 deducem cá ^ 


x (s) d* 73 (a, s — А) = 0 pentru a < a < 6, deci 5 ^(<Х) В ^ 4$ 73 (A, S— А) |DA = ^y (A) ^x ($) D, 73 (A, S-OL) DA = rb 
rb ra rb = VA?(S)D,V Y(A)R)(A,«- ADA- V8B( S)D,U(A)R|[(«,»-«)DA-J—A Ja J—A Ja rb rb ra rb +4 
(S)DF \ y (A) 73(A,S — А)рА = V x (s) D3 \ y (A) 73 (A, s— A) DA + Ja Ja J—A Ja rb rb + V x(s) DA y (A) YJ (A, 8 — A) 
DA, Jo Js deoarece pentru s ]> asia < ;5 avem s — A ] > 0 $1 7](A,s — А) = 0. Ultima formulă obţinută este cea folosită in 
mod sistematic in teoria sistemelor cu intirziere. 


ANEXĂ 473 III. TEORIA ЅТАВІШТАТІ! SISTEMELOR LINIARE STAŢIONARE CU ÎNTÎRZIERE în cele ce urmează vom 
prezenta, după K". N. Krasovski, teoria generală a stabilităţii sistemelor liniare staţionare cu intirziere, bazată pe teoria 
semigrupurilor. Se consideră un sistem de forma d х. n c? dt i-i Ј х Dacă d7)4f-0 pentru s = hw dfiij-aij pentru s —— se 
obţine un sistem de forma dt »=i Considerăm operatorul T (t) definit pe spatiulfunctiilorvectoriale continue pe [—r,0] prin 
relaţia T(t) 9 = x(t+s-, 9). Deoarece sistemul este liniar, operatorul T (t) este liniar. în plus, tinind seama de faptul că sistemul 
este staționar T(h + h) 9 = &(f»i- h-* s) =+®(@ + s-, ?)) = într-adevăr, о dată cu x(t ;cp) este soluţie şi x(t + t 2 ; 9); pe [— 
solutiax(t-2 ; 9) coincide cu x(t2+s 59), deci x(t-t2-y)-x(t ]%(t2+s ;<?)). Punînd aici t = tL+ s se capătă relația pe care am 
folosit-o. Eelatia Т( + t*) = T(t1)T(t2), ^>0, U>0, arată că T(t) formează un semigrwp. Tinind seama de inegalitatea 
fundamentală (3) din capitolul IY rezultă ||Т(«)?||<е»|9], pentru 20. Conform definiţiei operatorului T(t), rezultă şi lim Tt) = I, 
unde I este operatorul identic, iar limita este în topologia tare, adică lim|| T(t) 9 - 9П = 0 pentru orice 9 din spaţiul considerat. 


474 TEORIACALITATIVÁ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Introducem operatorul infinitezimal generator al semigrupului, 
definit prin Tinind seama de definiţia operatorului T rezultă (р = limi[a?(? + s;9) — 9]. Dacă 9 este derivabilă şi s<0, 
pentru £ + s < 0 avem x(1 + 0; 9) =9 (1 + s) şi deci dacă <JJ ($) = A9, avem 4 (8) = lim A [? (5 + S) - 9 («)] = 9' (s), unde 9' 
(s) este derivata la dreapta a funcţiei 9. Pentru s = 0, x(t; 9) este soluţie a sistemului, х(0; 9) = 9 (0) lim ^-[x (5; 9) - ®(0; 9)] = 
[0; 9]. Conform sistemului rezultă x' [ 0 ; 9] = 9 ($) D7] ( 5) . J—T Рип urmare, operatorul A este sigur definit pe mulțimea 
funcţiilor care admit derivată la dreapta şi dacă 9 este o asemenea funcţie iar «Jf — = A 9, atunci fp (s) =9' (s) — T «8«0, 
^(0)—^ 9(s)dY) (8). Să determinăm spectrul operatorului A, adică mulţimea valorilor X pentru care operatorul XI—A nu 
admite un invers mărginit. Dacă x = = (XZ—A) 9, atunci X (s) = X9 (s) — 9' (s) pentru —t < s < 0, (0) =Х9(0)-Т) 
9(s)dY )(s). Căutăm valorile X pentru care aceste relaţii nu pot fi rezolvate unic în raport cu 9 cînd x Ostedată continuă. 


ANEXĂ 475 Prima relaţie dă «P(s) = 9o х(°)да. Jo înlocuind pe 9 în cea de-a doua relaţie se obține x(0) = Х<р0-^ x 
(a)daJdij(0) = = X 9o - 90jj” eXsdv](s) + x(^)daJdTfj(«). Deci pentru determinarea valorilor «pO, se obţine sistemul liniar 
«Po [ eXs dij (s) - ХЕ] = J £ ex <*-*> x (a) d aj ду] (s) - x Eezultá de aici că valorile Xpentru care sistemul nu admite soluţie 
unică sint soluţiile ecuaţiei detj Y ex* dyj(s) j = 0. în cazul particular al sistemelor cu argument intirziat se obţine ecuaţia det 
(ai, e-X T ^-XSi , ) = 0. TEOREMĂ. Dacă spectrul operatorului A se află în semiplanul <Tlt X Y ? Y > soluţiile sistemului 
verifică inegalitatea|| x(t + s ; J2e—]| 91| pentru t > 0, unde se poate lua OL = ду, 0 < q< 1 arbitrar. Demonstraţie. Fie z(t; 9) = 
e^x (t; 9). Avem dz dx r° = Y o *x(t; 9) + e * — = yz(t 59) + x(t + s-, 9) dv) (5), dl dl j T deci dl J-T Eezultá cá z (E9) este 
soluţie a sistemului dz f? — = Y * + \ z (t + s) e-^dri(s). dtJ T Acest sistem defineşte şi el un semigrup de operatori TO(t), al 
cărui operator infinitezimal generator este dat de: 9=9'00-Т<5<0 


476 TEORIACALITATIVÀ A ECUATIILOR DIFERENTIA LE Pentru TO (t) are loc, la fel ca pentru T (I), o evaluare de 
forma II TO (t) | < eLo«. Aceleaşi calcule ca mai sus permit să se obţină spectrul operatorului AO. Se formează ecuaţiile X (s) 
= X «p (s) — 9' (s) pentru — T < s < 0, (0) = X9 (0) - y <P (0) - ? («e-Y* ау! («)* Eezultá 9 (s) = 90 ex* - СУ<*-°> x 
(<*) da Jo Şi X (0) = (X - Y) <PO - x (*)аа| er^dij («) de unde se capătă pentru 90 sistemul «Poe( X - У) * di](«)- (X - = 

(*) а<ту di) (°). Prin urmare, spectrul Іш А0 e dat de ecuaţia det"? e(X-Y)* d 73 (s) - (X - У)-®]= 0. Se vede deci cá dacă X 
aparține spectrului lui AO, atunci X—Y aparține spectrului lui A deci, conform ipotezei, (X—Y) ^ — Y> de unde rezultă. < x 
< 0. Prin urmare, spectrul operatorului А0 se află in semiplanul (Qe. X < 0. Tinind seama de evaluarea pentru operatorul TO(t) 
se deduce, pe baza> unei teoreme generale din teoria semigrupurilor, TO (+) 9 21i m— A e^jB (X, A0) 9 dX, «-*oo 2iTZ% 
Jy4—ia unde Yi > -^o? «P este derivabilă, iar B (X,-4.0) este rezolventa operatorului AO. Din calculele făcute pentru 
determinarea spectrului lui AO se deduce cá rezolventa se defineşte prin formulele e(x-Y)o d7](«j)—(X—Y)^"1^0 ^V(?- 
^29(^)di:Je-^dY3((j)ex— ( V < ^ > 9 (a) da, — T < s < 0 Jo e^-^dY) (a) - (X - Y) E Y (£) d'Je^d^*). B(k,A0) 9 = 


ANEXĂ 477 Din aceste formule tinind seama cá spectrul lui А0 se află in (Ue, X < 0, rezultă cá pentru orice Y2 > 0 există P 
(y2) astfel ca | B (X, AO) | < P(y2) pentru Yi ^^^ 4 1. Din teoria generală a semigrupurilor rezultă cá A A X pentru toate 
funcţiile<p care apartindomeniului de definitieal lui AO şi А%. De aici rezultă cá pentru funcţiile din domeniul lui AI: 1 
fYa+«o T0(5)9 = lim-^-A e* B(VAO) 9 d X <о-+оо 2 ТИ JY2 1«0 pentru orice y2 > înlocuind expresia rezolventei 
deducemrviax-*rvi^idx- <о->00 2 ni L. у2-4<о X Jy2—i«o X J y 2 — X 2 J Din această formulă se obţine evaluarea 
ПТ0(#)911<(11<р11+Рі Мо? П+Р«П^0911) *inde p > Oe oricît de mic. Sá demonstrăm acum că funcția z (3 T 
+ s; 9) este, pentru orice 9 conținută în domeniul lui A% şi in plus există N19 N2 astfel са |A0 z (3 T + S ; 9)| < |?|, МА% (3 
Т+0;9)| < № | ?|. într-adevăr, soluţia z (t 59) este pentru 1 > O derivabilă, iar din dz sistem rezultă cá — este continuă 


pentru I > T. dI De aici rezultă d2z dz , r° dz (1+ s) Lr аа Та! pentru t > 2 T. Prin urmare 3 (3 T + s; 9) este de două ori 
derivabilă şi în plus dz(3 T + S ; 9 ) ds s=»0 = YZ(3T;9) + С z (3T + a;9)e-"dv3(a), ) J - T d2*(3T4s 59) = Yda (3 T s;9)I 
+ P ds(3T + a;((j)» ds |o J- T dsds2a-0 


478 TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIA LE Aceste formule arată cá z (3 T + s; <p) aparţine domeniului 
lui Evaluările dorite rezultă imediat din egalitatea fundamentală (3) din capitolul IY. Deducem în definitiv evaluarea 
MTO(pz(3>z + s; <?)N<P3e H<?. Dar Z(3T + s-,<?) = TO (3T) <р Şi TO ({) 2(3Т+5 ; <р) = TO (5) TO (3 T) «p - TO (1+ 
3 T)9. Punind £ +3 T = t deducem || TO (0 «p|| < РЗ е(У^>«-ЗТ> | (p|| pentru > 3 <r. Tinind seama de evaluarea pentru 0 < < 
< 3 Т, obținem in definitiv II TO (t) «?W«Q e(Ya40)'| «p|| pentru t> 0 deci П«(* + « «?)W«Q e(Y2+PH |<]. De aici se obţine 
însă imediat Wx(t + s-, (p) II =Ber*> Teorema este demonstrată. C O M E N T AR I I BIBLIOGRAFICE Anexa II este 
reprodusá dupá lucrarea lui H. Bray [88], iar anexa III dupá [15]. 
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